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AVANT-PROPOS 


Ce livre présente les principales notions de géométrie enseignées dans les 
différentes classes de collège et lycée, notions indispensables pour celui qui 
envisage de passer des concours, reprendre des études ou aborder un cycle 
d’enseignement supérieur scientifique ou technique. Il convient également 
aux parents désireux de suivre les études de leurs enfants et aux enseignants 
intéressés par un ouvrage regroupant les notions de base de la géométrie du 
secondaire avec de nombreux exercices corrigés. 


La géométrie traite de l'espace dans lequel nous vivons ; ceci explique que 
c'est une des plus vieilles branches des mathématiques : très tôt, les notions 
de point, de droite, de plan, de cercle, d'angle, de distance ou de surface se 
sont imposées aux hommes. 


En géométrie, le raisonnement prime sur la vue : le constat visuel d'une 
propriété ne remplace pas sa preuve, c’est-à-dire sa déduction logique à 
partir de définitions et propriétés antérieures. 

Dans ce parallélogramme, par exemple, il saute aux 

yeux que les diagonales se coupent en leur milieu ! 

Mais comment en être sûr ? Et cela est-il vrai de 

n'importe quel parallélogramme ? 

Pour répondre, il faudra s'appuyer sur une définition du parallélogramme 
puis connaître les propriétés des parallèles et les cas d'égalité de triangles. 


Cependant, voir et expérimenter sont essentiels pour guider le raisonnement. 
Dans l'exemple précédent, dessinez d'autres parallélogrammes, essayez d'en 
créer un où les diagonales ne se coupent pas en leur milieu, partez des 
diagonales pour "voir" si on obtient aussi un parallélogramme, 

Ces expériences vous mettront sur la voie et vous permettront de mieux 
apprécier la démonstration. 

Dites-vous aussi qu'un aveugle peut parfaitement se prouver la propriété ! 


Comment ce livre est-il organisé ? 


L’introduction et les trois premiers chapitres constituent la base de ce qu'il 
faut connaître en géométrie élémentaire, c’est-à-dire non orientée ; c'est 
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grosso modo ce qui est vu au collège : figures de base, aires et volumes, 
théorèmes de THALES sur la proportionnalité et de PYTHAGORE pour 
l’orthogonalité. 

Cette première partie nécessite peu de calcul algébrique ; il faut cependant 
être à l'aise avec le calcul des fractions et la manipulation des proportions. 


Dans les chapitres 4 à 10, on introduit les grandeurs orientées, angles et 
vecteurs notamment, ce qui permet la construction d'outils, tels que nombres 
complexes ou matrices, fondamentaux pour les autres branches des 
mathématiques et pour la physique. 

La manipulation de ces outils implique une aisance suffisante avec le calcul 
algébrique, c’est-à-dire développements, factorisations courantes, équations 
du premier et du second degré, racines carrées et représentation graphique de 
droites notamment. 


Comment travailler ? 


Chaque chapitre comporte successivement : 
e une partie COurs, 
e des exercices, 167 au total, 
e les corrigés de tous les exercices. 


Après chaque étape du développement du cours, une indication en italique 
propose des exercices d'application immédiate : ces exercices sont à chercher 
impérativement avant d'entreprendre la suite et 1l est fortement conseillé de 
ne pas aller trop tôt à la solution. 

Si vous souhaitez sauter un chapitre, assurez-vous que c'est pertinent en 
effectuant ces exercices proposés en italique. 


Volontairement, les figures sont rarement incluses dans l'énoncé : réaliser une 
figure d'après les indications de l'énoncé est déjà en soi un premier exercice ; 
une incompréhension traduit le plus souvent un manque d'assimilation du 
vocabulaire ou du contenu. Là encore, résistez à la tentation du coup d'œil 
vers la correction. 

Un dernier conseil : efforcez-vous de réaliser des figures précises et claires. 
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Introduction 


NOTIONS PRELIMINAIRES 


La géométrie a pour but l’étude des figures de l’espace qui nous environne : 
pour débuter cette étude, il est nécessaire de poser a priori un certain nombre 
d’éléments de base (droite, plan, par exemple) et de postulats ou axiomes 
c’est-à-dire de propriétés admises sans démonstration. 

Ces éléments de base et ces postulats s’appuient toutefois sur des faits 
expérimentaux courants. 

Leur rappel est l’objet de cette introduction. 


1 Eléments géométriques fondamentaux. 


1.1 Le point. 


C’est un élément sans dimension. Une étoile dans le ciel donne, de la terre, 
l’image d’un point lumineux. 

Du point de vue géométrique, l’espace est considéré comme constitué de 
points. 


1.2 La ligne ; la droite. 


Un point matériel qui se déplace engendre une ligne ; un fil très fin donne 
aussi l’image d’une ligne. Une ligne est un élément à une dimension 
(longueur entre deux de ses points). 

Une droite est une ligne particulière : son image est donnée par un fil fin 
tendu ou encore par l’arête d’une règle. 


1.3 La surface ; le plan. 


Le déplacement d’une ligne dans l’espace engendre une surface. 

Une surface est aussi l’ensemble des points qui séparent l’intérieur et 
l’extérieur d’un objet. Une surface est une grandeur à deux dimensions (aire 
limitée par une ligne fermée). 

Le plan est une surface particulière : une nappe d’eau au repos ou le dessus 
d’une table en sont des images. 
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1.4 Les postulats de la droite et du plan. 


On admet les postulats suivants pour la droite et le plan (ce ne sont pas les 
seuls). 


1.4.1 Par deux points distincts, il passe une A B 
droite et une seule. à — 


Fig. 1 À et B déterminent une 
droite unique 


1.4.2 Une droite est illimitée dans les deux sens. 
Il nous sera donc impossible de dessiner une droite ! Cela n’est guère génant 
puisque deux points suffisent à la caractériser. 


1.4.3 Le postulat d’EUCLIDE. 


Définition Deux droites sont parallèles si elles sont dans un même plan et 
n’ont aucun point commun. 


Enoncé du postulat d'EUCLIDE 


Par un point extérieur à une droite, on ne peut 
mener qu’une seule parallèle à cette droite. 
Nullement évident, ce postulat a donné lieu à Fig. 2 Le postulat d’'EUCLIDE 
controverses. 

On construit d’ailleurs des géométries, dites non-euclidiennes', ne 
lPacceptant pas. 


1.4.4 Si un plan contient deux points À et B, il 
contient tous les points de la droite (4B). 


Fig. 3 Postulat du plan 


Chercher l'exercice 1 à la fin du chapitre. 


2 Déplacements ; figures égales. 


Une figure géométrique est un ensemble de points, comme par exemple un 
triangle ou l’intérieur d’une sphère. 

Pour décider de l'égalité de deux figures, nous avons besoin de l'idée de 
déplacement telle qu'on l'imagine en pensant au déplacement d'un objet : 
avant et après dépiacement, 1l s’agit du même objet bien que les points de 
l’espace occupés par chacune des positions soient différents. 


! Géométrie hyperbolique de LOBATCHEVSKI où par un point il passe une 
infinités de parallèles à une droite et géométrie elliptique de RIEMANN où il n’en 
passe aucune, celle-ci étant utilisée en théorie de la relativité. 
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Avant étude plus complète des déplacements ou isométries faite dans les 
autres chapitres, nous donnons ici des notions sommaires sur translation, 
rotation et symétrie dans le plan. 


2.1 Translation. 


C’est le déplacement d’un objet parallèlement 
à lui-même, sans changer son orientation. 


On le caractérise par un vecteur et on le 
représente par une flèche. 

On dira : la translation de vecteur T.. 

Les vecteurs font l'objet du chapitre 7. 


2.2 Rotation dans le plan. 


C’est le déplacement d’un objet autour d’un 
point, le centre de rotation. 


On la caractérise par le centre et l’angle de 
rotation. 

La figure représente une rotation de centre O et 
d’angle 90° dans le sens inverse de celui des 
aiguilles d’une montre. 


2.3 Symétrie par rapport à une droite. 


La symétrie axiale autour de la droite xy 
transforme tout point M de la figure en un 
point M” de sorte que xy soit médiatrice de 
MM. 

(Définition de la médiatrice, chapitre 1, $1.2). 
On l’obtient aussi par pliage autour de xy. Fig. 6 Symétrie axiale 


2.4 Déplacement dans l’espace. 


Dans l’espace, on définit également : 
e la rotation autour d’un axe, comme le mouvement d’un moteur électrique, 
e la symétrie par rapport à un plan comme l’image renvoyée par un miroir. 


2.5 Egalité de deux figures planes. 


Dans le plan, deux figures sont égales si on peut les superposer par 
glissement sur le plan (translation ou rotation par exemple) ou par 
retournement (symétrie axiale en plus de translation ou rotation). 
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Fig. 7a - Figures superposables par 7b - Figures superposables par 


glissement obtenu par une combinaison retournement obtenu par une 

de translation ou rotation. symétrie axiale. 

Les deux figures ont même orientation. L'orientation de la figure image est 
inversée. 


Chercher les exercices 2, 3 et 4. 


3 La droite. 


3.1 Demi-droite et segment. 


Un point © situé sur une droite la partage en 
deux demi-droites : Ox et Ox’. 


Un segment de droite est constitué des 
points de la droite compris entre deux 
d’entre eux. 


Le segment d’extrémités 4 et B est noté [4B]. 


La longueur d’un segment suppose le choix 
d’un segment de longueur unité. 

Sur la figure 10, on a pu mettre 3 fois bout à 
bout le segment unité [2/7] pour obtenir [ 4B]. 


La longueur de [ 4B] est alors de 3 unités. Fig. 10 A4B=3U 
La longueur de [ 4B1 est notée 4B. 


S1 le rapport des longueurs n’est pas entier, on utilise des sous-multiples de 
Punité de longueur, par exemple avec le mètre : décimètre, centimètre, … 

La longueur est toujours un nombre réel positif ou nul; c’est aussi la 
distance entre les extrémités du segment. 
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3.2 Direction et sens. 


Un ensemble de droites parallèles définit 

une direction. N 
Sur la droite (MN), représentant une 

direction, on distingue deux sens : de M 

vers Wet de N vers M. 

La demi-droite Ox donne à la fois la M 
direction, celle de la droite (MN), et le 

sens, de M vers N. 


Fig. 11 Direction et sens 


3.3 Axe. 


Fig. 12 L’axe xx 


Un axe est une droite orientée et graduée. On le définit en se donnant : 
e une origine ©, 

e un segment O7 de longueur unité, 

e un sens sur la droite, de © vers J. 


Chaque point est alors repéré par son abscisse : sa distance à O affectée du 
signe “+” ou “—” selon le sens. Par exemple, sur la figure 12 : 

abscisse(4) = 3,5 abscisse(B) = —] abscisse(Z) = 1 
Voir aussi le chapitre Vecteurs (Ch.7 $4). 


Chercher les exercices 5, 6 et 7. 


4 Angle de demi-droites 


4.1 Angles géométriques et angles orientés. 


L'angle de demi-droites (Ox, Oy), permet de situer direction et sens de Oy 
par rapport à Ox. Cet angle caractérise la rotation autour de O amenant Ox 


sur Oy. 
La demi-droite Ox est appelée l’origine de l’angle (Ox, Oy), Oy l'extrémité. 
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L'ordre des demi-droites intervenant, un Y 
tel angle est donc une grandeur orientée. 


Les angles (Ox, Oy) et (Oy, Ox) sont dits 
opposés (voir plus loin). 


O 
Fig. 13 Angle orienté (Ox, Oy) 


Dans les cas où l'on n’a pas besoin de distinguer le sens, on parle d'angle 


géométrique et on le note O ou xOy. 


4.2 Angles égaux ; angles opposés. 


Fig. 14a (Ox, Oy) = (Lu, 1) Fig. 14b (Ox, Oy) =—(r, Is) 


Deux angles orientés superposables par glissement sont égaux. 
Par exemple, sur la figure 14a : 


(Ox, Oy) = (Lu, 1). 
Deux angles orientés superposables par retournement sont opposés. 
Sur la figure 14b : (Ox, Oy) = - (Jr, Is). 


Mais dans ces deux cas, les angles géométriques (sans considération de sens) 
sont égaux. 


4.3 Bissectrice d'un angle. 


C'est la droite qui partage un angle de demi-droites en deux angles ég 


(uv) bissectrice de (Ox, Oy) signifie : 


(Ox, Ou) = (Ou, Oy) 
et (Ox, Ov) = (Ov, Oy) 


On peut aussi considérer que (uv) est axe 
de symétrie pour (Ox, Oy) : 
(Ou, Ox) = (Ou, Oy) Fig. 15 (Ox, Ou) = (Ou, Oy) 
et (Ov, Ox) = (Ov, Oy) (Ox, Ov) = (Ov, Oy) 
puisque (Ou, Ox) et (Ou, Oy), par exemple, sont superposables par 
retournement. 
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4.4 Mesure d'angles géométriques; le degré. 


A partir de la rotation d'un tour complet autour d'un point, on utilise 
principalement deux unités de mesure des angles géométriques : 


e le degré (°) 360°"° partie du tour 
e le radian (rd) voir le chapitre 4, trigonométrie. 


Le problème de la mesure des angles orientés, présentée au chapitre 4 
(trigonométrie), nous conduira à raisonner sur des mesures positives ou 
négatives. 


Vocabulaire pour les angles de mesures comprises entre 0° et 360°. 


Angle obtus Angle aigu Angle saillant 
Angle rentrant 


Fig. 16 Angles aigu, obtus, saillant, rentrant 


Angle plat Angle de mesure 180° (moitié d’un tour) 
Angle droit Angle de mesure 90° (moitié d’un plat) 
Angle aigu Angle de mesure comprise entre 0° et 90° 
Angle obtus Angle de mesure comprise entre 90° et 180° 
Angle saillant Angle de mesure comprise entre 0° et 180° 
Angle rentrant Angle de mesure comprise entre 180° et 360° 
Remarque 


En fait, dessiner un angle, c’est partager le plan en deux secteurs : l'un est le 
secteur saillant, l'autre le secteur rentrant du même angle ; 1l est cependant 
d'usage courant de parler d'angles saillant et rentrant pour secteurs saillant et 
rentrant. 


4.5 Somme de deux angles. 


La somme des angles orientés (Oa, Ob) et (Ob, Oc), ayant même origine O 
et le côté extrémité Ob du premier confondu avec le côté origine du second, 
est par définition l’angle (Oa, Oc). 


(Oa, Ob) + (Ob, Oc) = (Oa, Oc) 
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Fig. 17 Dans les deux cas : (Oa, Ob) + (Ob, Oc) = (Oa, Oc) 


Cas particuliers 


Deux angles sont supplémentaires si leur somme vaut un angle plat. 
Deux angles sont complémentaires si leur somme vaut un angle droit. 


Fig. 18a (Ox, Ou) et (Ou, Oy) Fig. 18b (Ox, Ov) et (Ov, Oz) 
sont supplémentaires. sont complémentaires. 


Ainsi, sur la figure 18a : (Ox, Ou) + (Ou, Oy) = (Ox, Oy)= I plat 
et, figure 1 8b : (Ox, Ov) + (Ov, Oz) = (Ox, Oz) = 1 droit 


Somme d'angles dans une position quelconque 


Pour effectuer la somme de deux angles a et b, on les fait préalablement 
glisser pour amener en coïncidence : 

e les deux sommets entre eux en un point quelconque, 

e le côté origine du second avec le côté extrémité du premier. 

L’angle (a + b) est représenté par l’angle ayant pour origine le côté origine 
du premier et pour extrémité le côté extrémité du second (figure 19). 


Fig. 19 Somme des angles a et b n’ayant pas de côtés communs 
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Exercices 


1 


Deux droites de l’espace sont sans point commun: sont-elles 
nécessairement parallèles ? 
Appuyez-vous sur la définition des parallèles pour justifier votre réponse. 


Donner tous les déplacements (translation, rotation ou symétrie) qui 
transforment un triangle équilatéral en lui-même en précisant bien les 
caractéristiques des déplacements. 


Reprendre l’exercice 2 avec un carré. 


Les droites y y et x'x sont perpendiculaires. Ê 


1°) Dessiner l’image du “F” par la symétrie 
autour de y'y puis l’image de cette image -:;:-----. shoes 
par la symétrie autour de x'—x. 


2°) Par quel glissement peut-on passer 
directement de l’original à la seconde 4 
image ? 

Préciser les caractéristiques du glissement et justifier votre réponse. 


Placer les points 4, B, TJ et O sur une droite de sorte que 7 soit le milieu de 
A et B et que O soit extérieur au segment [4B1. 
OA + OB 


2 
2°) Que devient la relation si O est intérieur au segment [4B]? 
Distinguer deux cas selon que O est sur [AT ou sur /TB. 


1°) Démontrer que OI = 


Les points ©, À et B sont dans cet ordre sur une droite. 


1°) Placer le point M entre À et B tel que : MA == MB 


2°) Démontrer que OM = PE 
3°) Reprendre les questions avec W extérieur au segment 4B et tel que : 
NA = : NB 


Distinguer deux cas selon que N est à droite ou à gauche de ©. 
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| : l | 
7 1°) Placer sur cet axe les points 4 d’abscisse + . B d’abscisse —2. 


0 l 
2°) Placer M milieu de [4B1 et calculer son abscisse. 


3°) Généraliser en calculant l’abscisse du milieu M en fonction de 
l’abscisse a de À et l’abscisse b de B. 


8 Une fourmi se déplace sur le pentagone ABCDE en partant de À. 


Elle tourne à gauche de 50° en B, de 100° en C, de 60° en D, de 80° en E 
pour revenir en À où elle tourne vers B. 


1°) De quel angle tourne-t-elle quand elle revient en À pour aller vers B ? 


2°) Quelle est la somme des angles géométriques intérieurs du pentagone 
ABCDE 7? 


3°) Généraliser à un pentagone quelconque. 


On a dessiné le patron d'une première boîte 
en forme de parallélépipède rectangle dont 
les côtés mesurent a, b, c. 


1°) Repérer les côtés de longueur a, ceux de 
longueur b et ceux de longueur c. 


2°) Dessiner le patron d'une autre boîte telle 
que : 
a) deux faces opposées sont des rectangles 3 cm par 4 cm 
b) deux faces sont des parallélogrammes de 2 cm par 4 cm avec un 
angle de 60°. 
c) les deux dernières faces sont des parallélogrammes avec un angle 
de 75°. 


3°) Découper et assurez-vous que la boîte ferme ! 
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10 En vous inspirant de l'exercice précédent dessiner 
le patron d'un tétraèdre SABC tel que : 


AB =3cm BC=4cm CA=Scm 
SA =2 cm SB = 4 cm SC =6cm 
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Corrigés des exercices 


1 Deux droites de l’espace sans point commun et dans un même plan sont 
parallèles d’après la définition des droites parallèles. 


Il est cependant possible qu’elles soient sans M À / 
/ 


point commun mais dans des plans différents 
comme le montre les deux arêtes de cette boite. Fa 


2 On obtient 6 déplacements au total : 
1°) L’identité qui laisse invariant le triangle ; c’est la translation de 
vecteur nul ou la rotation d’angle nul. 
2°) La rotation de 120° autour du centre du triangle qui transforme À en 
B, Ben Cet C'en À (figure de gauche). 
On l'écrit ici et à l'exercice 3 : (A ; B), (B ; OC), (C ; À) 
3°) La rotation inverse (—-120° ou 240°): (4 ; ©), (B ; À), (C ; B). 
4°) La symétrie autour de la médiatrice de BC : (4 ; À), (B ; OC}, (C ; B) 
(figure de droite). 
5°) et 6°) Les deux symétries autour des deux autres médiatrices. 


À 
B C 
Rotation de 120° autour Symétrie autour de la 
du centre 7 du triangle médiatrice de BC 
3 On obtient 8 déplacements : 
4 rotations autour du centre : 2 symétries par rapport à chaque 


diagonale : 
° (4: 0), (8; B), (C ; 4), (D; D) 


e De 90° (figure ci-dessous) : ° (4:4),(B;D),(C;0),(D;8B) 
(4 ;, D), (B ;4),(C ; B),(D;C) 2 symétries par rapport à chaque 


e De 0° : 
(4 ; 4), (B ; B), (C ; C),(D ; D) 


° De 180°: médiatrice : 
4:C),(B;D),(C;4),(2;B) + (4;B),(8;4) (C;D),(2;0) 
e De 270° : e (4; D),(B;C),(C ; B), (D ; À) 


(4 ; B),(B; 0), (C; D), (D ; 4) 
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Rotation de 90° Les 4 symétries 
(4; D),(B;4),(C;B),(D; 0) 
A — B 


4 1°) Le point M du “F” original a pour image le point M” par la symétrie 
autour de y y et M” a pour image M” par la symétrie autour de x'=x. 
M y, M 


Sd | restes _ 


y. M” 

2°) Les angles (OM, Oy) et (Oy, OM”) sont égaux du fait de la symétrie 
autour de y'y. 

De même (OM, Ox) = (Ox, OM”) (symétrie autour de x x). 

La somme des 4 angles est donc le double de l’angle droit (Oy, Ox) : 
autrement dit (OM, OM”) vaut un plat (180°) quelque soit le point M du 
“F”° original. 

On passe donc directement de l’original à la seconde image par une 
rotation de 180°. 

C’est aussi une symétrie autour du point ©. 


S a ————— 
O A I B 
1°) Dans cette disposition on a : 
AI = OI - OA et  AB=OB -OA 


J étant le milieu de [AB], on a : AB = 2A1I 
On en déduit : OB - OA = OI - OA) 
soit en tirant OZ: 201 = OB + OA 

OA + OB 
ou OI = ——— 
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2°) Supposons © intérieur au segment [AB] et entre À et Z 


A O 1 B 
On a maintenant : 47 = OA + OT et AB = OA + OB 
AB = 2A] devient : O4 + OB = 2(04 + OP 
soit en tirant O7]: 201=OB-OA ou OI- S 
OA - OB 


Si O est entre J et B, on trouve : OI = : 


a __— 
O A M B 

Si on prend comme unité le tiers de MB, alors : 

MB = 3 unités MA = 2 unités AB = 5 unités 

Divisons [AB] en 5 parties égales : M est à 2 unités à partir de 4. 


2°)Ona: OM=OA+AM et AM =©4B-2(0B - 04 


donc : OM = OA + 2 (OB — 04) == 04 +<OB 
soit: OM —— 
5 
TE  — 
O N A B 
Prenons encore comme unité le tiers de VB, alors : 
NB = 3 unités NA = 2 unités AB = NB - NA = ] unité 


On place donc N à 2 unités à partir de À dans le sens opposé à B. 


1" cas ; supposons d’abord N entre O et À (comme sur la figure) : 
ON=OA-AN et AN =24B = AOB - 04) 

donc : ON = OA - {OB - OA) 

soit: ON =304A -20B 


2% cas ; si N'est extérieur à OA, on a alors ON = AN - AO soit : 
ON = 20B -304A 


1°) B(-2) O M A (13/3) 
br. ph in Lagon Es cp ni Le 1 + 
—2 —] 0 l 2 3 4 5 
13 19 


2°) La distance 4B vaut ici : 2 + * = 3” 


| — ._… 19 
La distance BM vaut la moitié, c’est-à-dire, * 
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Et M est donc à une distance de O de _ — 2 1 et du côté positif. 


L’abscisse de M est donc de L. ce que confirme le graphique. 


3°) On trouve (voir chapitre Vecteurs) : 
. a+b 

Abscisse du milieu = +” 

Vérification sur l’exemple précédent : 


Abscisse de M = LE + =) eu . 
2\ 3 2 3 6 


8 1°) Quand elle revient en À et tourne vers B, la fourmi a effectué un tour 
complet donc un angle de 360°. 


La somme des angles en B, C, D et E étant de 290°, en À elle tourne de : 
360° — 290° = 70° 


2°) Chaque angle intérieur du pentagone est le supplémentaire des angles 
précédents ; la somme des angles intérieurs vaut donc : 


(180° — 4)+ (180° — B) + (180° —C')+ (180° — D) + (180° — É)= 5.180° — 360° 
C'est-à-dire 540° ou 3 angles plats. 


3°) Le raisonnement s’applique à un pentagone quelconque. 
La somme des angles intérieurs d’un pentagone vaut donc 3 angles plats. 


9 Patron pour la boîte : 
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VS 


10 Patron pour le tétraèdre : 


Chapitre 1 
NOTIONS DE BASE 


Ce chapitre rappelle un certain nombre de notions élémentaires dont la 
connaissance est indispensable à la compréhension des autres chapitres. 


1 Propriétés courantes. 


1.1 Parallèles coupées par une sécante. 


Sur la figure 1, la droite (A) est sécante aux parallèles (D) et (D), c’est-à- 
dire qu’elle les coupe en 4 et 4’. Par un glissement le long de (4), on peut 
amener (D) sur (D) : les angles correspondants se superposent et sont donc 
égaux. 


Fig. 1 Parallèles coupées par une sécante 


Ainsi, on a les égalités : 
A = ds = di = 4: 
A2 = À 4 = A = À 

Ces deux catégories d'angles sont supplémentaires ; par exemple, 
À1 + À) = 1 plat (180°) 
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1.2 Médiatrice d'un segment [AB]. 


Définition 
La médiatrice du segment [ 4B] est la perpendiculaire à [AB] en son milieu, 
c’est-à-dire qu’elle coupe [4B] à angle droit. 


On démontre, en s'appuyant sur la 
symétrie de la figure, que tout point P de 
la médiatrice est équidistant de 4 et de B : 


P € médiatrice(4B) —= PA = PB 


Réciproquement, ce sont les seuls points à 
posséder cette propriété : 


PA=PB= PE médiatrice(4B) Fig. 2 Médiatrice du segment AB 
On retiendra : 


P est sur la médiatrice de (4B) si et seulement si PA=PB 1.1 


1.3 Propriétés de la bissectrice d'un angle. 


La bissectrice d'un angle de demi-droites est axe de symétrie pour cet angle ; 
il en résulte que tout point de cette bissectrice est équidistant des côtés de 
l'angle. 


Fig. 3 Les deux bissectrices des droites xx et y y 


Pour la réciproque, on considère des droites et non plus seulement des demi- 
droites. 

En effet, si un point tel que P (figure 3) de la bissectrice de (Ox, Oy) est 
équidistant de x'x et de y ‘y, il en est de même d’un point tel que © situé sur 
la bissectrice de (Ox’, Oy). 

Les bissectrices des angles de droites ainsi formées sont perpendiculaires 
puisque l’angle (OP, OO) est la moitié de l’angle (Ox’, Ox) qui est plat. 

Tout point équidistant des deux droites est donc situé sur une de leurs 
bissectrices. 
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D'où la propriété caractéristique : 


P est situé sur une des bissectrices des droites (xx), (y'y) 
si et seulement si 1.2 
P est à égale distance des droites (x'x) et (y'y) 


Chercher les exercices de construction à la règle et au compas 1 à 4. 


2 Le triangle. 


2.1 Somme des angles. 


La somme des angles d'un triangle vaut 
1 80°. 


Voir la démonstration à l'exercice S. 
Conseil : mener Cy parallèle à BA. 


Fig. 4 4A+B+C = 180° 


2.2 Médianes, hauteurs. 


La médiane relative au sommet 4 de ABC A 
Joint À au milieu M du côté opposé [BC]. 


La hauteur (AM) relative à À est la droite 
perpendiculaire à BC passant par 4. 
B H M C 
Fig. 5 Médiane et hauteur 


2.3 Egalité des triangles. 


Pour que deux triangles ABC et A'B'C" soient égaux il faut et il suffit qu'ils 
soient superposables par glissement ou retournement (chapitre Introduction). 


Les cas 1.3, 1.4 et 1.5 donnent des conditions suffisantes pour prouver 
l'égalité de deux triangles. 


Deux triangles ayant leur trois côtés égaux sont égaux : 
{AB = A'B' BC=B'C" CA =C'A' 
— {ABC et A'B'C" égaux} 1.3 


Deux triangles ayant un côté égal compris entre deux angles 
égaux sont égaux : 
{A=A' B=8B AB=A'B"} = {ABCet A'B'C'égaux} 1.4 
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Deux triangles ayant un angle égal compris entre deux côtés 
égaux sont égaux : 


{A - À' AB=A'B' CA=C'A} = {ABC et A'B'C'égaux} 1.5 


Pour assimiler ces cas d'égalité, réaliser les constructions de triangles 
proposées aux exercices 6, 7 et 6. 


2.4 Propriétés des médianes, hauteurs, bissectrices, médiatrices. 


Considérons un triangle ABC quelconque ; dans ce qui suit M désigne le 
milieu de [BCT, N celui de [ACT et P celui de [AB]. 

On peut démontrer les théorèmes 1.6 à 1.9; certains sont proposés en 
exercice. 


2.4.1 Propriété des médianes 


Les trois médianes d'un triangle sont concourantes. 
En outre, le point de concours est au tiers de chaque médiane 1.6 


Ce point (G sur la figure) est appelé 
isobarycentre ou centre de gravité du 
triangle. 

Sur la médiane AM, par exemple : 


GM=<AM 


La démonstration s'appuie sur le théorème Fig. 6 Médianes 
de THALES (chapitre 2) 


2.4.2 Propriété des médiatrices 


Dans tout triangle les médiatrices sont concourantes. 1.7 


Fig. 7 Médiatrices d’un triangle et cercle circonscrit 


Le point de concours ©, est le centre du cercle circonscrit au triangle (voir 


figure 7). 
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Pour démontrer 1.7, établir que le point de concours de deux des médiatrices 
est aussi sur la troisième en s'appuyant sur la propriété de la médiatrice vue 
au $1.2. 


Démonstration à l'exercice 9. 


2.4.3 Propriété des bissectrices 


Dans tout triangle les bissectrices sont concourantes. 1.8 


Fig. 8 Bissectrices et cercle inscrit dans un triangle 


Le point de concours J est le centre du cercle inscrit au triangle, c’est-à-dire 
le cercle intérieur au triangle et tangent aux trois côtés. 

La démonstration s’appuie sur la propriété des bissectrices d'être 
équidistantes des côtés de l'angle ($ 1.3). 


2.4.4 Propriété des hauteurs 


Les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes. 1.9 


Fig. 9 Hauteurs et orthocentre du triangle 


Le point de concours H des hauteurs est appelé orfthocentre du triangle. 


À démontrer à l'exercice 10 
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2.5 Triangles particuliers. 


2.5. 1 Triangle isocèle 


C'est un triangle ayant deux côtés égaux. 
Appelons AB et AC les côtés égaux (figure 10). M étant le milieu de BC et À 
étant équidistant de B et C, AM est la médiatrice de BC (proprièté 1.1). 
Propriètés 


e La médiatrice AM est axe de symétrie du 
triangle. 


e Cette médiatrice est aussi médiane, 
bissectrice et hauteur relative à À. 


e Les angles B et C' sont égaux. 


Fig. 10 Triangle isocèle 


2.5.2 Le triangle équilatéral 


C'est un triangle dont les trois côtés sont égaux. 


Propriétés 
e Chacun des angles mesure 60°. 
e Les médiane, médiatrice, bissectrice et a a 
hauteur relatives à un même sommet sont 
confondues. 
a 


Leur longueur commune vaut 


NE Fig. 11 Triangle équilatéral 
a. (voir chapitre 3) 


2.5.3 Le triangle rectangle 


C'est un triangle ayant un angle droit. 

Le côté opposé à cet angle s'appelle l'hypoténuse. 
Propriétés B 
e Les autres angles ont pour somme 90° (ils 


sont complémentaires). 


e Le centre du cercle circonscrit est au milieu 
de l'hypoténuse (exercice 13). 


e L'orthocentre est au sommet droit (4 sur la 
figure 12). A C 
Fig. 12 Triangle rectangle en À 

Une étude plus détaillée est faite au chapitre 3. 


Chercher l'exercice 13. 
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3 Les polygones usuels. 


3.1 Définition. 


Un polygone est une figure plane fermée 
formée de segments de droites. 


Sur la figure ABCDE est un polygone à 5 
côtés, c’est-à-dire un pentagone. 


Fig. 13 Pentagone 


Rappelons la définition et les propriétés des principaux quadrilatères 
(polygones à 4 côtés). 


3.2 Parallélogramme. 


C’est un quadrilatère à côtés opposés parallèles. 
Propriétés 

e Les côtés opposés sont égaux. 

e Les angles opposés sont égaux. 


e Les angles adjacents (comme À et C ) sont 
supplémentaires. 

e Les diagonales (4D et BC) se coupent en leur Fig. 14 Parallélogramme 
miheu. 


3.3 Rectangle. 

Parallélogramme dont un angle est droit. 
Propriètes 

e Toutes celles du parallélogramme. 


e Les quatre angles sont droits. 


Fig. 15 Rectangle 


e Les diagonales sont égales. 


3.4 Losange. 


Parallélogramme dont deux côtés adjacents sont égaux ; les quatre côtés sont 
donc égaux. 
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Propriètés 
e Toutes celles du parallélogramme. 


e Les quatre côtés sont égaux. 


e Les diagonales sont perpendiculaires. 


Fig. 16 Losange 


Voir exercice 14 


3.5 Carré. 


C'est un rectangle et un losange à la fois. 
3.6 Trapèze. 


Quadrilatère ayant deux côtés opposés parallèles appelés les bases. 


Propriétés 


e Deux angles ayant un côté oblique commun 
(comme À et D} sont supplémentaires. 


e La hauteur est un segment joignant les bases et 
perpendiculaire à celles-ci. 


Fig. 17 Trapèze 


4 Le cercle. 


4,1 Définitions. 


C'est l'ensemble des points du plan situés à une même distance d'un point, le 
centre. 

Un rayon est un segment joignant le centre à un point du cercle. On dit aussi 
le rayon du cercle pour désigner la longueur commune aux rayons. 


L'ensemble des points intérieurs au cercle 
s'appelle le disque. 


Deux points 4 et B sur le cercle 
définissent deux arcs : 
l’arc AMB et l’arc ANB sur la figure. 


La corde TAB\ désigne le segment de 
mêmes extrémités que l'arc 4B. 


Fig. 18 Cercle, arc et corde 


Un diamètre est une corde qui passe par le centre du cercle. 
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4.2 Théorème de l'angle inscrit. 


Considérons un cercle de centre O, une corde 4B du cercle, deux points M 
et N du cercle de part et d’autre de AB (figure 19). 

L'angle (MA, MB) (respectivement (WA, NB)) est appelé angle inscrit dans 
l'arc AMB (respectivement ANB). 

On démontre le théorème 1.10 : 


1) La valeur de l'angle (414, MB) est égal à la moitié de 

l'angle au centre (04, OB) interceptant la corde [AB]. 

2) L'angle AMB est constant quelle que soit la position de 

M sur son arc. 

3) Les angles (WA, MB) et (NA, NB) sont supplémentaires. 1.10 


La démonstration du premier point entraîne aisément celle des deux autres. 


Fig. 19 L’angle inscrit en M vaut la moitié de l’angle au centre 


Pour le premier point voir exercice 15. 


Dans le cas particulier où la corde 4B est un diamètre : 


Un angle inscrit dans un demi cercle est droit. 1.11 


5 Volumes. 


S.1 Les prismes. 


5.1.1 Définition. 


Des droites parallèles coupées par des plans parallèles déterminent les 
sommets d’un prisme (figure 20). 
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Fig. 20 Prisme à base triangulaire. 


Les polygones parallèles limitant le prisme s'appellent les bases. 


Les droites parallèles joignant les bases s'appellent les génératrices ou 
directrices. 


La hauteur du prisme est la distance entre les deux bases, mesurée 
perpendiculairement à celles-ci. 
5.1.2 Prismes particuliers 


Le parallélépipède est un prisme dont la base est un parallélogramme ; il a 6 
faces, 8 sommets et 12 arêtes. Les six faces sont donc des parallélogrammes. 


Le parallélépipède rectangle a en outre 
ses six faces rectangulaires. 


Le cube est un prisme dont toutes les 
faces sont carrées. 


Fig. 21 Parallélépipède rectangle 


5.2 Le cylindre. 


En remplaçant dans le prisme les bases polygonales parallèles et égales par 
l'intérieur d'une courbe plane fermée et en continuant à relier les points 
correspondants par des génératrices rectilignes, on obtient un volume 
cylindrique. 


S1 la courbe plane est un cercle, le volume 
est un cylindre. 2 


Le cylindre est droit si les génératrices 
sont perpendiculaires aux bases. 


Fig. 22 Cylindre droit 
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S.3 Les pyramides. 


5.3.1 Définition 


C'est la surface formée par les droites génératrices s'appuyant sur un 
polygone, la base, et passant par un même point, le sommet. 
PR 0 sommet 


génératrice 


Fig. 23 Pyramide à base carrée 


La hauteur de la pyramide est la distance du sommet à la base, mesurée 
perpendiculairement. 


5.3.2 Le tétraèdre 


Le tétraèdre correspond au cas où la base 
est un triangle. 
Les quatre faces sont alors aussi des 
triangles. 
Fig. 24 Tétraèdre 


5.4 Les surfaces coniques ; le cône. 


En remplaçant le polygone de base par 
l'intérieur d'une courbe plane fermée, on 
obtient une surface conique. 


S1 la base est un disque, il s'agit d'un cône. 
Fig. 25 Cône 


5.5 La sphère. 


C'est l'ensemble des points situés à égale distance d'un même point, le 
centre. 
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6 Calculs d'aires et de volumes. 


Aire du carré S= à 1.12 


Aire du rectangle S = a.b 1.13 


Aire du parallélogramme 


S= a.h 1.14 
ou S = a.b.sin(@) 1.15 
Aire du triangle 
h 
s = 27 1.16 
2 
ou S = SAC 1.17 


Aire du losange 
Voir 1.14 et 1.15 ou à partir des diagonales : 


ç = ab 1.18 


a. 
2 


Aire du trapèze 


Cercle de rayon R 
Périmètre du cercle ou circonférence : 

L=27RkR 1.20 
Aire du disque: S=7R° 1.21 


Chapitre 1 


Notions de base 


Prisme et cylindre (figures 20, 21 et 22) 


Volume = Aire de la base * hauteur 


Pyramide et cône (figures 23, 24 et 25) 


Volume = + Aire de la base * hauteur 


Sphère de rayon R 


Aire S = 47R° 


Volume V = R° 


1.22 


1.23 


1.24 
1.25 
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Exercices 


Pour les constructions à l'aide de la règle (non graduée) et du compas 
(exercices 1, 2, 3, 4, II et 12), on demande : 

a) d'indiquer avec précision chaque étape de la construction. 

b) de justifier celle-ci en s'appuyant sur les définitions et théorèmes du 
COUFS. 

c) d'étudier les cas où la construction serait impossible. 


1 Construire à l’aide de la règle et du compas la médiatrice de deux points 
donnés À et B. 


2 Onse donne une droite (D) et un point À. 
Construire à la règle et au compas la perpendiculaire à (D) passant par À. 


3 Onse donne un angle de demi-droites (Ox, Oy). 
Construire à la règle et au compas sa bissectrice (4, v). 


4 Onse donne une droite (D) et un point À. 
Construire à la règle et au compas la parallèle à D passant par À. 


5 Démontrer que la somme des angles d'un triangle vaut 180°. 
S'inspirer de la figure 4 en prouvant qu'on retrouve en C les angles du 
triangle. 


6 Construire un triangle dont on donne les 3 côtés : 
a=4cm b=5cm c=6cm 
Dans le cas général (a, b, c non précisés) à quelle condition sur les trois 
nombres le problème est-il possible ? 


7 Construire un triangle ABC connaissant les angles B et C et le côté 
a = BC compris entre les 2 angles : 


a=Sem  B=60  C =45° 


8 Construire tous les triangles ABC dont l'angle A et les côtés c = AB et 
a = BC sont connus et donnés ci-dessous. 


À = 60° c=8cm  a=7,5cm 
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9 Démontrer que les médiatrices de tout triangle sont concourantes. 
(Voir figure 7 et conseil pour la démonstration). 


10 Démontrer que les hauteurs de tout triangle sont concourantes. 
(Voir figure 9) Pour la démonstration, on construira d'abord un triangle 
A'B'C"' de telle sorte que B'C", par exemple, passe par À et soit parallèle à 
BC et de même pour les autres côtés A'C'et A'B". 
On prouvera ensuite que les hauteurs de ABC sont les médiatrices de 
A'B'C". 


11 On se donne 3 points non alignés 4, B et C. 
Construire à l’aide de la règle et du compas le centre © du cercle passant 
par ces trois points. 


12 Construire à la règle et au compas le centre © d'un cercle (C) donné. 


13 Démontrer que le milieu de l'hypoténuse d'un triangle rectangle est le 
centre du cercle circonscrit à ce triangle (figure 12). 
(/ntroduire le rectangle s'appuyant sur le triangle). 


14 Donner des conditions suffisantes portant sur les diagonales d'un 
quadrilatère pour qu’il soit un losange. 


15 Angle inscrit (voir figure 19) 


1°) Tracer le diamètre MOM'; en utilisant le fait que AOM est un triangle 
isocèle, démontrer que l'angle (M4, MM") est la moitié de l'angle (O4, 
OM. 

2°) En déduire que (WA, MB) = (04, OB)/2 


3°) En déduire que (WA, MB) et (NA, NB) sont supplémentaires. 


16 Dans un cercle de centre O, on inscrit un pentagone régulier ABCDE 
(polygone ayant 5 côtés égaux). 
Quelle est la valeur de l'angle au centre (04, OB) ? de l'angle (AB, AE) ? 
de l'angle (AC, AD) ? 


17 Sur un cercle de centre © et de rayon RÀ, on place deux points À et B. 
On appelle 8 la valeur en degrés de l'angle (04, OB). 


1°) Calculer la longueur de l'arc 4B. 
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2°) Calculer la surface du secteur circulaire OA4B. 


3°) Reprendre ces deux questions avec en radians. 
Pour la conversion degré/radians : 1 tour = 360° = 2x radians. 


18 Démontrer la formule 1.16 donnant l'aire du triangle. 
Tenir compte que la figure ne représente que le cas particulier où le pied 
de la hauteur issue de À est situé entre B et C. 


19 Une boîte a la forme d’un cylindre droit (figure 22) de hauteur h = 10 cm 
et de rayon R. Son volume est de 1 litre (ou 1 dm”). 


1°) Calculer son rayon. 


2°) Calculer sa surface totale. 
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Corrigés des exercices 


1 On trace deux arcs de cercle de même rayon et À 1 
€ 
de centre À et B qui se coupent en M et M 
On trace la droite joignant M et M" qui est la 
médiatrice cherchée. 


°°, 
°& 


En effet M et M étant à égale distance de 4 et 
B appartiennent à leur médiatrice (fhéorème 
1 D). 


2 1°) On trace d’abord un arc de cercle de centre 
À et de rayon suffisant pour qu'il coupe (D) en T 
deux points M et N. M 


2°) Comme à l’exercice 1, on construit la (2) +. 
médiatrice (4) de Met N. ET 
(4) est la perpendiculaire cherchée : ( 1) 

en effet elle est bien perpendiculaire à (D) et puisque AM = AN, À 
appartient à (4) en vertu du théorème 1.1. 


3 On trace un arc de cercle centré en O qui coupe 
Ox en À et Oy en B. 
On construit ensuite la médiatrice de [AB] 
(exercice À). 


OAB étant isocèle la bissectrice de l’angle en O 
est aussi la médiatrice de [4B]. 


4 En s'appuyant sur l'exercice 2, on construit une perpendiculaire (4) à la 
droite (D) et la perpendiculaire à (4) passant par À. 


5 On a mené Cy parallèle à la droite (BA) : d'après le paragraphe 1.1 les 
angles découpés par la sécante (4C) (marqués "1" sur la figure 4) sont 
égaux. 

Il en va de même des angles marqués "2" (sécante BC). 
Les 3 angles de ABC se retrouvent en C et leur somme vaut donc 180°. 


Autre méthode : voir l'exercice 8 du chapitre d'introduction 
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6 On place un des côtés, 
par exemple, c=6cm 
puis 2 arcs de cercle centrés à chaque 
extrémité et de rayons respectifs 
a=4cm b=5cm 


Le problème n'est possible que si les deux arcs se coupent, c’est-à-dire si 
[a-bl<c<a+b 


La construction ne donnant qu’un triangle, cela illustre le cas d’égalité 
1.3. 


7 On place d'abord BC = 5 cm. 
On porte à partir de B une demi-droite "se 
faisant un angle de 60° avec BC. US 
Enfin on trace de C une demi-droite faisant ’ A 
un angle de 45° avec CB. #60 45%". 
La construction est possible à condition que | = 
la somme des deux angles soit inférieure à B cm C 
180°. 
Le triangle obtenu est unique comme le prévoit le cas 1.4. 


8 On place le côté AB = 8 cm, et la demi- 
droite 4x à 60° avec 4B. 
Puis de B comme centre un arc de rayon 
7,5 cm. 
On obtient deux solutions, ABC, et 
ABC. 


Si a = BC n'est pas suffisamment grand on voit que la construction ne 
donne aucune solution. Si a dépasse c = AB, il n'y en a qu'une, le point C; 
se trouvant sur le prolongement de 4x. 


9 (Se reporter à la figure 7) 
O est le point commun aux médiatrices de [4B1 et de [ AC. 
D'après 1.1: O4=OB et O4=0C 
On en déduit que OB = OC et que O est aussi sur la médiatrice de [BC]. 
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10 4'B'C'est construit de sorte que 
B'C'// BC A'C'/ AC et A'B1/ AB 
AB'CB est alors un parallélogramme et : 
AB'= CB 
de même, AC'=CB 


À est donc le milieu de B'C'et la hauteur — 
AH relative à BC est médiatrice de B'C". 4! 


Les hauteurs de ABC sont ainsi les médiatrices de 4'B'C' dont on a vu à 
l'exercice 9 qu'elles étaient concourantes. 


11 O étant à égale distance de 4, B et C est sur la médiatrice de [AB], la 
médiatrice de [BC et la médiatrice de [CA]. On construit deux de ces 
médiatrices (exercice 1), O est à leur intersection. 


Le problème n'est possible que s1 4, B et C ne sont pas alignés ; dans ce 
cas, en effet, les médiatrices construites sont parallèles. 


12 On prend 3 points sur le cercle (C7) pour se ramener à l'exercice 11. 


13 Le triangle rectangle 4BC est la moitié 
du rectangle ABCB' ; le point O est le 
milieu des diagonales égales entre elles. 
On a donc : O4 = OB = OC 
O est bien le centre du cercle circonscrit 
à ABC. 


14 Pour qu'un quadrilatère soit un losange (voir figure 16), deux conditions 
suffisent : 


e que les diagonales se coupent en leur milieu (c'est alors un 
parallélogramme), 

e qu'elles soient perpendiculaires : chacune est alors médiatrice de 
l'autre ce qui implique l'égalité de 2 côtés consécutifs. 
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15 Angle inscrit 


M 
1°) AOM est un triangle isocèle puisque [04] 
et [OM] sont des rayons du cercle ; les angles 
(40, AM) et (MA, MO) sont alors égaux. 
Leur somme avec (OM, O4) valant 180°, est TN 
à" de 


égale à (04, OM") d'où : 
(O4, OM") = 2 (MA, MM) nn. 


L'angle inscrit (MA, MM" est donc la moitié de l'angle au centre 
(O4, OM. 


2°) On a de même (OB, OM) = 2. (MB, MM) 
Par addition (ou soustraction si À et B sont d'un même côté du diamètre 
MM) on obtient : (O4, OB) = 2.(MA, MB) 


3°) De la même façon (WA, NB) est la moitié de l'angle au centre 
interceptant l'arc AMB et comme ces deux angles au centre ont une 
somme de 360° 

(MA, MB) + (NA, NB) = 180° 


16 L’angle au centre (04, OB) vaut le cinquième À 
du tour (360°) : 
(04, OB) = 72° 


Dans le triangle isocèle OA4B les angles en À et 
en B sont égaux et leur somme, qui est la 
même que (AB, AE), vaut: 180° — 72° = 108° 
(4B, AE) = 108° D C 


F) B 


D’après le théorème de l'angle inscrit 1.10, l’angle (4C, AD) vaut la 
moitié de l’angle au centre (OC, OD) : (AC, AD) = 36° 


17 1°) On sait que 1 tour ou 360° mesure 27. À 
Un arc de 1 degré, on divise cette longueur par 
360 et pour un angle de @, on multiplie par 0: B 
longueur(AB) = Res = La 
360 180 


2°) Pour la surface, le tour correspondant à 


2 Ô 2 
: f: = —— TR 
zR : Surface(OU4B) 360 TT 
3°) 1 radian intercepte un arc de longueur égale au rayon À, pour un angle 
de Oradian, on multiplie par à : 


Si Oest en radian, longueur(4B) = 6R 
Et : Surface(O4B) = TR | 
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L'utilisation des radians simplifie donc l'écriture des formules. 


18 Dans les 2 cas de figure on a construit sur BC un rectangle BB'C'C de 
hauteur 4H. Comparons les aires de ces rectangles selon chaque cas : 


H est à l'extérieur de BC H est entre B et C 


H B C B H C 
BB'C'C = HAC"'C - HAB'B BB'C'C = HAC"'C + HAB’'B 
BB'C'C = 2HAC -2HAB BB'C'C = 2HAC + 2HA4B 
BB'C'C = 2ABC BB'C'C = 2ABC 


ce qui donne dans les 2 cas : Aire(4B0) = 2 AH BC 


19 Le volume de la boite est donné par la formule 1.22 : 
V = Aire de basex*Hauteur 
La base étant un cercle de rayon RÀ : 
Aire de base = 7R° 
et V=7R°h 
1°) Choisissons le décimètre (dm) comme unité de longueur; les 
formules ne s’appliquent qu’avec des unités cohérentes, dm” pour les 
aires et dm” pour les volumes : 
V=1dm h=10cm=1 dm 


] 
Soit: _zR°=1dm R=-——+0,564 dm 
= 


7 
2°) L’aire totale À est formée des aires des deux bases (7R° chacune) et 
de l’aire latérale dont le développement est un rectangle de hauteur h et 
de longueur la circonférence d’une base (27RÀ). 


A=22Rh+2%Rh=2.1.1+2Vx.1-2+2Vx 
A=2+94x &5,55 dm’. 


Chapitre 2 
FIGURES PROPORTIONNELLES 


Théorème de Thalès 


1 Divisions semblables. 


On appelle ici division une suite de points sur une droite. 


Les divisions (4, B, €, D) et (4°, B', C’, D”) de la figure 1 sont dites 
semblables parce que les segments découpés sur l’une sont proportionnels 


aux segments correspondants découpés sur l’autre. 

Sur la figure : AB = 5 mm BC = 15 mm CD = 10 mm 
A'B'=10 mm B'C'=30mm C'D'= 20 mm 

Le rapport de proportionnalité vaut 1c1 2 (10/5 = 30/15 = 20/10). 


Fig.l Les divisions (4, B, C, D) et (4’, B’, C’, D”) sont semblables. 


Plus généralement (4, B, C, D) et (4’, B’, C’, D”) sont semblables si 
A'B'  B'C' C'D' 
AB BC CD 
La permutation des termes dans ces proportions fournit aussi les égalités 
nu (= 3 sur la figure 1) ou _ ( : sur la figure |): 
A'B' AB B'C' BC 3 
Sur deux divisions semblables le rapport de deux segments 
quelconques de l’une est égal au rapport des segments 
correspondants de l’autre. 


2.1 
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2 Réseau de parallèles et proportionnalité. 


2.1 Parallèles équidistantes. 


On appelle parallèles équidistantes des parallèles découpant sur une sécante 
des segments égaux ; cette appellation se justifie par le théorème 2.2 : 


Si des parallèles découpent sur une sécante des segments 
égaux. elles découpent sur toute autre sécante des segments 
égaux. 2.2 


Fig. 2 Si les parallèles découpent des segments égaux sur la sécante 
(D) alors elles découpent aussi sur (D”) des segments égaux. 


Démonstration 


Supposons ÀB = BC et démontrons que 4'B’= B'C. 

Menons (figure 3) des segments BA” et CB” parallèles à (D. 

Les triangles ABA” et BCB” ayant leurs côtés parallèles ont leurs angles 
égaux ; ayant en outre un côté égal (4B = BC), ils sont égaux (formule 1.4). 


Il en résulte : 4°”B= BC. 

A'B'A"B et B'C'B'"C étant, par 

construction, des parallélogrammes, 

les côtés opposés sont égaux, 
A'B=A'B'et B'C=B€C:. 

Conclusion : 


A'B'=B'C' 


Fig.3 Si 4B = BC alors A'B' = B'C' 


2.2 Théorème de THALES (lère forme). 


Examinons maintenant le cas où les parallèles ne sont pas équidistantes. 
Pour fixer les idées (figure 4), supposons que les parallèles (44”), (BB), 
(CC”) et (DD) découpent sur une sécante la division (4, B, €, D) telle que : 
AB = 3u, BC =Su, CD = 2u, u étant une unité quelconque 
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Fig.4 Les divisions (4, B, C, D) et (4’, B’, C’, D”) sont semblables. 


Un réseau de parallèles équidistantes découpant 4B en 3, BC en 5 et CD en 2 
découpera, d’après 2.2, des segments égaux sur toute autre sécante et une 
division (4’, B’, C’, D”) correspondant à (4, B, C, D) lui sera semblable: 
! ! LD D 

— = _ (5/3 sur la figure 4) et e = rs (2/3) 

A'B' AB A'B' AB 
La propriété des parallèles de conserver ces rapports entre segments d’une 
sécante constitue le théorème de THALES (2.3) dont on démontre qu’il reste 
valable si le rapport entre segments, comme BC/4B, n’est plus un quotient 
d’entiers comme nous f’avons supposé. 


Des parallèles découpent sur deux sécantes quelconques des 
divisions semblables. 
En conséquence, les segments découpés sur une sécante sont 
proportionnels aux segments correspondant de l’autre. 2.3 
Si (44), (BB”}, (CC) et (DD) sont parallèles alors “à _ __ = n 
AB BC CD 


2.3 Théorème de THALES (2ème forme). 


Le théorème de THALES s’applique lorsque les deux divisions ont un point 
commun (figure 5). 


Des droites parallèles découpent sur deux sécantes 
concourantes des segments correspondants proportionnels. 2.4 


! 


Fig.S Les divisions (O, 4, B, Cet (O, 4’, B’, C'”) sont semblables. 
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Ainsi, sur la figure 5, le parallélisme de (44), (BB) et (CC”) entraîne : 
O4'__OB'" OC"  B'C 


Les exercices I et 2 vous familiarisent avec les tableaux de proportions pour 
traiter ce type de situation. 


3 Réciproques du théorème de THALES. 


Comme lillustre la figure 1, deux divisions semblables ne s’appuient pas 
nécessairement sur des parallèles. 
Un théorème réciproque à 2.3 ou 2.4 suppose une condition supplémentaire. 


3.1 Réciproque au théorème de THALES 2.3. 


Si un réseau de droites découpe des divisions semblables sur 
deux sécantes et si deux d’entre elles sont parallèles, toutes 
les droites du réseau sont parallèles. 2.5 


Démonstration 


Par hypothèse (447) et (BB”) sont parallèles et les divisions (4, B, C) et 


(4°, B’, C”) sont semblables, c’est-à-dire : + (1) 


Fig.6 La démonstration consiste à prouver que Cet C”’ sont confondus. 
En menant (CC”) parallèle à (44°) et (BB”), on obtient une division (4’, B, 


C””) semblable à (4, B, ©) ; d’après le théorème 2.3, ne = nord (2) 

A'B' AB 
Comparant (1) et (2), on déduit B'C’ = B'C”: C’ et C’”’ sont donc 
confondus prouvant ainsi le parallélisme de (CC”) avec (44) et (BB”. 


3.2 Réciproque au théorème de THALES 2.4, 


Si deux divisions semblables ont un point commun, les 
droites joignant les points correspondants sont parallèles. 2.6 
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Il suffit de considérer la parallèle à (44) passant par le point commun © 
(figure 7) pour se ramener à 2.5 : (BB) et (CC) sont donc parallèles à (44). 


Fig 7 Deux divisions semblables ayant un point commun 
s’appuient sur des parallèles. 

O4 _ OB'_ OC" 

O4 OB OC 

entraînent les parallélismes de droites : (447) // (BB) // (CC. 


Ainsi sur la figure 7, les proportions : 


Etudier les exercices 3 et 4. 


4 Figures semblables. 


On appelle figures semblables deux figures proportionnelles entre elles ; 
c’est en quelque sorte, la même figure réalisée à deux échelles différentes. 
Deux divisions semblables constituent un cas particulier de figures 
semblables. Précisons cela pour les triangles. 


4.1 Triangles semblables. 


Fig. 8 ABC et A'B'C’sont semblables. 


Deux triangles ABC et A'B'C'(voir figure 8) sont semblables si 


e Les rapports entre segments correspondants sont égaux : 
AB BC CA 


A'B' B'C' C'A’ 2.7 
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e les angles correspondants sont égaux : 
(BA, BC) = (B'A', B'C) 
(AB, AC) = (A'B', A'C!) 2.8 
(CA, CB) = (C'A', C'B" 


4.2 Une configuration importante de triangles semblables. 


Sur la figure 9, les côtés [44] et [BB] sont parallèles. 

Prouvons la similitude des triangles 044’ et OBB”’ en vérifiant 2.7 et 2.8. 
L'égalité des angles 2.8 résulte du 
parallélisme de (44”) et (BB”) (voir $1.1) et 
de l’angle O commun aux deux triangles. 


Pour les proportions 2.7, le parallélisme de 
(44) et (BB”) entraîne d’après 2.4 : 


OA4'_ OA 
OB' OB 
Montrons que 44” et BB” sont aussi dans ce Fig. 9 O44' et OBB’ sont 
rapport, en menant 4 P parallèle à OA. semblables 
| : BP OA’ 
Le parallélisme de 4'P et OB entraîne d’après 24: —-— 
BB' OB 
Mais À 'PBA étant un parallélogramme, BP est égal à 44 et on a bien : 
O4'_OA AA’ 
OB' OB BB 


Les triangles O44’ et OBB’ ayant leurs angles égaux et leurs côtés 
proportionnels sont donc bien semblables. 


Etudier les exercices 5 et 6. 


4.3 Propriétés. 


La configuration de similitude du $4.2 (figure 9) n’est bien sûr qu’un cas 
particulier de la configuration générale du $4.1 (figure 8), mais elle n’en . 
diffère qu’à un déplacement près (glissement et/ou retournement). 


En effet, l’introduction d’un triangle 
ABC” égal à A'B'C’ avec B” sur 
AB et CC’ sur AC ramène la 
configuration de la figure 8 à celle de 
la figure 9. 


L’égalité des angles en B et B”, 
assure le parallélisme de B”C” et BC 
comme à la figure 9. 


Fig. 10 ABC” estégalà A’B°'C’. 
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Cas de similitudes des triangles 


Pour démontrer que deux triangles sont semblables, 1l n'est pas indispensable 
de démontrer les 5 égalités 2.7 et 2.8 comme nous l’avons fait au $ 4.2. 
Deux figures semblables représentant la même figure à des échelles 
différentes, les cas de similitude se déduisent des cas d'égalités 1.3, 1.4 et 1.5 
(chapitre 1) en remplaçant "côtés égaux" par "côtés proportionnels". 
Deux triangles ayant leurs trois côtés proportionnels sont 
semblables. 2.9 


Les relations 2.7 entraînent donc les relations 2.8. 


Si deux triangles ont deux angles égaux ils sont semblables. 2.10 


Deux des égalités 2.8 entraînent donc les relations 2.7. ainsi que l’égalité des 
3°" angles. 


Si deux triangles ont un angle égal compris entre deux côtés 
proportionnels, ils sont semblables. 2.11 


Chercher les exercices 7 et 6. 


5 Homothétie. 


L’homothétie transforme, à partir d’un point, une figure en une figure 
semblable agrandie ou diminuée dans un rapport quelconque. 
Avant d’en donner la définition. en voici un exemple 


Fig. 11 L’homothétie de centre O et de rapport 3 triple le rectangle original. 


5.1 Définition de l'homothétie. 


L'homothétie de centre © et de rapport k, notée H(O, k), associe à tout point 
M, un point image M" tel que : 
e Les points O, M, M sont alignés. 
e Le rapport des longueurs de OM’ à OM vaut (A: OM'={k.OM 
e Sikest positif Met M'sont d'un même côté de O (figure 12) 
S1 & est négatif M et M'sont de part et d'autre de O (figure 13). 
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Les figures 12 et 13 montrent la construction de l’image M” de M dans des 
homothéties de centre O, mais de rapports opposés. 


Fig. 12 Homothétie de rapport (+3) Fig. 13 Homothétie de rapport (-3) 
e OM'=30M e OM'=30M 
e Met M sont d’un même côté e Oest situé entre Met M. 

de O. 


Dans les deux cas M” est trois fois plus éloigné de O que M. 


Nous verrons (chapitre 7) que les trois conditions de la définition 
s'expriment à l’aide d’une seule égalité vectorielle : 


OM = k.OM 
Chercher l'exercice 9. 


S.2 L'homothétie est une similitude particulière. 


Sur la figure 14, les droites (4B) et (4'B”) sont parallèles ; on retrouve alors 
la situation du $4.2 (figure 9) où les triangles de sommet © s’appuyant 
respectivement sur (4B) et (4 ’B”) sont semblables. 


é M 


Fig. 14 L’homothétique de [AB] est le segment parallèle [A ’B7]. 

OA' __OB'" OM" =|k | 

O4 OB OM 

A’, B’et M sont donc les homothétiques de 4, B et M dans une homothétie 
de centre O et de rapport 4. On a aussi ($4.2) : 4'B'=1|k|.4B 


Conclusions : 
e L’homothétique du segment [AB] est le segment [4 ’B°] parallèle à [4B]. 
e L’homothétie est une similitude particulière. 


D’après les égalités 2.7 : 


5.3 Propriétés de l’homothétie. 


L’homothétie possède les propriétés 2.7 et 2.8 de la similitude (conservation 
des rapports et des angles), mais conserve en outre l’orientation de la figure 
(segments homothétiques parallèles). 
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L'homothétie conserve l’orientation d’une figure. 2.12 
L'homothétie conserve les rapports d’une figure. 2.13 
L'homothétie conserve les angles. 2.14 


Signification des relations 2.12, 2.13, 2.14 (se reporter à la figure 11) 


e 2.14 - Dans cette homothétie A(O, +3), l’image est, comme l'original, un 
rectangle ; en effet, d’après 2.14, il y a conservation des angles droits. 


e 2.12- Ces rectangles sont à côtés parallèles. 


e 2.13 - Les largeurs et longueurs du rectangle original sont triplées. 


15 6 
FE 
I] résulte des propriétés des proportions qu'on a aussi : 
15 5 
6 2 


C’est-à-dire que le rapport de la longueur à la largeur est le même pour le 
rectangle original que pour son image comme le prévoit 2.13. 
Ce rapport vaut ici 2,5 et n’est pas à confondre avec le rapport d’homothétie. 


rectangle original | rectangle image 


EE 
[Longueur | 5 | 15 
ET 


En résumé, 


X2, 


Chercher l'exercice 10. 


Les exercices suivants ont pour but de vous familiariser avec des situations 
courantes par la suite. 
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Exercices 


1 Sur la figure PO et P'O' sont parallèles. 


On lit les longueurs : F 
10=3 O0'=0,9 JP=4,. P 
Calculer PP’ 4 
On pourra utiliser un tableau de 
proportions. 
Î Q © 


2 Les droites (D) et (D) sont coupées par quatre parallèles. 
y (D) 


3 


Calculer les longueurs x3, y. et y4. (Calcul des ‘“’z” à l'exercice 6). 


3 On considère les divisions (4, B, C, D) et (4°, B’, C’, D”) sur deux 
droites. 
D’ 


À B e D 


1°) {4B =9 BC =1I15 CD =24} et {A'B'=12 BC'=20 C'D'=32} 
Les divisions sont-elles semblables ? 

Les droites (447), (BB”), (CC) et (DD) sont-elles parallèles ? 

2°) {AB =5 BC =1I10 CD =25} et {A’B’=8 B'C'=16 C'D'=38} 
Les divisions sont-elles semblables ? 

Les droites (447), (BB”), (CC”) et (DD) sont-elles parallèles ? 

3°) {AB = 8 BC = 14 CD = 24} et {4A'B'=12 B'C'=21 C'’D'=36} 
et les droites (44) et (DD) sont parallèles. 
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Les divisions sont-elles semblables ? 
Les droites (BB”) et (CC”) sont-elles parallèles à (44) et (DD) ? 


Donner une construction partageant le —2- 
segment [AB] de longueur 13,5 —— 


proportionnellement aux longueurs —— 

pa —— 
données : 2, 3et 4. 4 13.5 B 
Les segments {BC et [DET sont parallèles ; 
AB=3; BD=2;: BC=2; AC=3,6. c 
Calculer CE et DE. 
(On pourra utiliser un tableau de proportions). 3,0 
Quel est le rapport de similitude des triangles 
ABC et ADE. À B D 


Suite de l'exercice 2. 
Calculer z;, z; et z4 sachant que z; = 13. 


Ox et Oy sont deux demi-droites issues du point ©. 
À et B sont deux points quelconques sur Ox et M un point sur Or. 


1°) Faire une figure, puis construire : N sur Oy tel que (BN) // (AM) 
et C sur Ox tel que (NC) // (MB). 


2°) En utilisant des triangles semblables, démontrer que OB° = OA.OC. 


Sur le trapèze ABCD, on a mené par ©, 
intersection des diagonales, un segment 


[EF] parallèle aux bases. NX 


2°) O est-il le milieu de EF ? D b C 
AE OE OF 
3°) On pose D k ; démontrer que CD k etque B k 


4°) Calculer EF en fonction de a = AB et b = DC. 
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10 Sur cette figure : 
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1°) Tripler le "F" du dessin ci-dessous en construisant son image par 
l’homothétie de centre 4 et de rapport 3, notée H(4 ; +3). 


PR : 


Construire l’image du "F" par l’homothétie H(4A ; +1). 

Construire l’image du "F" par l’homothétie H(4 ; -1). 

Dans chacun des cas comparer la taille, les angles et l'orientation de 
l'image par rapport à ceux de l'original. 


a) A,B, et 4,B, sont parallèles. 

b) B14) et B,4; sont parallèles. 

c) Les angles (Aix, AiB;) et 
(B14:, By) sont égaux ; leur valeur 
est notée «. 

1°) Relever tous les triangles 
homothétiques à OA1B: ; à OB142. O À! A2 À; 


2°) Relever tous les triangles semblables à O4,B:. 


3°) On suppose (Ox, Oy) = 20° et a = 60° 
Déterminer tous les angles de la figure. 


4°) On suppose maintenant O4, = 1 et OB; = 2 
Calculer les longueurs O4;, OB; et OA. 


11 Du point D de [BCT on a mené [DN| // [ACT et [DM] // [AB] 


1°) Comparer les rapports À 

AN CD AM, BD 

AB CB AC BC M 

- AN AM 

En déd —— + —— = | I 
n déduire que : + . 

2°) Comment placer D pour que MN soit 

parallèle à BC ? D C 


3°) On place maintenant D au tiers de [BCT à partir de B et on appelle 7 le 
milieu de [AC] : démontrer que [MN] est parallèle à [B7]. 
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12 [4H] est une hauteur du triangle ABC et 
[AD] un diamètre du cercle circonscrit à 
ABC. 
1°) Pourquoi les angles en C et en D 
sont-ils égaux ? 
2°) Démontrer que les triangles 4AHC et 
ABD sont semblables. D 


3°) En déduire que : AB.AC = AD.AH, c’est-à-dire que dans tout triangle 
le produit de deux côtés est égal au produit du diamètre du cercle 
circonscrit par la hauteur relative au sommet commun des deux côtés. 


13 Ce quadrillage est formé de deux réseaux 
de parallèles équidistantes s’étendant à 


Pinfini. nn . 
Chaque point est repéré par ses pi Rs er . 
coordonnées (x, y) par rapport à un point a Le _— 
origine non figuré. re ee \ — _— | _ 


1°) A quelle condition entre leurs coordonnées trois points Mi(xi, y1), 
Mr, y) et Mix, ya) sont-ils alignés ? 


2°) On donne quatre points 4(20, 38), B(40, 86), C(55, 118), D(27, 54) 
dont trois sont alignés ; lesquels ? 


14 Les 6 pièces de ce puzzle, notées 4, B, C, D, E et F, ont été disposées en 
triangle de deux façons différentes sur un quadrillage identique. 


Il semble pourtant que le second triangle comporte 2 carrés de plus : 
expliquez pourquoi en prouvant vos affirmations. 
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Corrigés des exercices 


1 D’après le théorème 2.4, il y a proportionnalité entre les segments de la 
division (ZPP” et ceux de (2/00 : 
2 _ ce ou Au A soit : PP'=+.09=12 
IP. PP 4 PP 
On peut aussi utiliser un tableau de proportions dans lequel on place les 
segments d’une même division dans la même ligne ; le rapport de 
segments d’une même colonne est toujours identique. 


Division (120 1023 | 00-09 
Division (/PP) 


Ici la seconde ligne se déduit de Tr première en PTE rer A -Ci par 
4/3, comme on le voit dans la première colonne. 


2 Les segments de (D) et de (D”) sont proportionnels ; sur ce tableau la 
seconde colonne fournit le rapport de proportionnalité : 5/4 ou 1,25 pour 
passer de (D) à (D) et 4/5 = 0,8 pour passer de (D”) à (D). 


x3 = 7,5x0,8 = 6 y = 3*1,25 = 3,75 ya = 8xX1,25 = 10. 


3 1°) Les divisions sont semblables puisque les segments sont 
AB" _BC _ CD" 4 
proportionnels : —— = = =— 
AB BC CD 3 

On ne peut cependant pas savoir si les droites (447, (BB, (CC et 


(DD) sont parallèles ou non : elles le sont si deux d’entre elles le sont. 


2°) Les divisions ne sont pas semblables puisque tous les segments ne 
sont pas dans la même proportion : 

A" B"__B'C"_8 .. C'D'_ 38 8 

——=——=— mais — £— 

AB BC 5 CD 25 5 
Les droites (447), (BB”), (CC) et (DD”) ne sont pas toutes les quatre 
parallèles puisque dans ce cas les divisions seraient semblables. 


3°) Les divisions { 8, 14, 24} et £{12, 21,36} étant dans le rapport 1,5 


sont bien semblables ; les droites (447) et (DD) étant parallèles, (BB”) et 
(CC) leur sont aussi parallèles, d’après 2.5. 
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4 Ayant placé AB = 13,5, on porte 
successivement, sur une demi-droite 
Ax, les points M, N et P tels que : 
AM=2 MN=3 NP=4 (AP=9) 


Joignons PB, puis menons de M et N, 
les parallèles à [PB]. 


A C D B 


Celles-ci découpent sur [AB] des segments proportionnels à AM, MN et 
NP dans un rapport 13,5/9 = 1,5 : 
AC =3 CD = 4,5 DB = 6 


5 ABC et ADE sont semblables puisque [BC1 et [DE] sont parallèles ($2.3). 


Le rapport a = _. = : fixe le rapport de similitude. 
AB 3 3 
On en déduit : AE = AC =6 donc CE = 2.4 
et DE = : BC = . 
3 3 


6 Suite de l'exercice 2. 
Les 4 triangles formés par les droites (D) et (D”) et les 4 parallèles sont 
semblables et leurs côtés sont donc proportionnels. 


Entrons leurs valeurs dans un tableau de proportions à partir des valeurs 
des x et des y trouvées à l’exercice 2. 


| 1" côté sur (D) | 2" côté sur (D) | 3" côté 
|+2= 8,75 
x ++ 23 ta © 21 | pr + y + pa Ha © 26.25 


Le troisième triangle nous donne Îles rapports entre les trois côtés ; la 
proportion est simple puisque entre 1” et 3°” côté le rapport vaut 1. 
On a donc : Z1= 3 Z2 = 7 Za= 21 
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7 19°) Figure ci-contre. 
2°) [AM] étant parallèle à [BN], les triangles 
OAM et OBN sont semblables ; donc : 


OA __OM x OM __OB 
a | 
OB ON """ ON OC 
O A B C 
O4 OP: à 2. 2 
- = — | ° = OA. 
2°) Onen tire OB “ OC égalité équivalente à  OB° = OA.OC 
| AE __OE 
r Ses (ll 
8 Les triangles AEO et ADC sont semblables donc 1D = CD (1) 
: BF __OF 
BOF et BDC : — = — (2 
de même entre BOF et BDC BC = DC (2) 
[EF] étant parallèle aux bases, AE et AD sont proportionnels à BF et BC. 
, OE __OF 
| . — = — 
Les rapports (1) et (2) sont donc égaux CD = DC 
2°) Il en découle OE = OF et O est donc le milieu de [EF1. 


3°) De l'égalité (1), on a immédiatement : QE = k 


par ailleurs, d'après (2) et l'égalité OE = OF, on déduit : 
OF _CF _CB-BF _,_BF _,_} 
AB CB CB. CB 


4°) Les égalités précédentes s'écrivent OE = kb et OF=(1-k).a 


EO=OF entraîne: kb=(1-k).a d'où k = 
a + b 
Finalement : Æ£F=2.0E- 22 ? 


9 L'homothétie (4 ; +3) transforme le "F" original en un "F" 3 fois plus 
grand, en conservant les angles et l'orientation. 


L'homothétie (4 ; +1) transforme le "F" en lui-même. 

L'homothétie (4 ; —-1) transforme le "F" original en un "F" de même 
taille, en conservant les angles mais en inversant l'orientation. 

C'est aussi une symétrie par rapport à À. 
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10 1°)Le triangle O4:B,; est homothétique à O4,B:. 
Le triangle OB;,4; est homothétique à OB,4:. 
2°) OA.B, et OB:4; sont semblables car ils ont deux angles égaux ; en 
effet l'angle en © est commun et les angles en 4, et B; sont tous deux 
égaux à 1 80° — «. 
Les triangles O4:B;, OB;4;, O4,B; et OB;4; sont donc semblables 
(propriété 2.10). 
3°) Angles de O4.B,; : (20° ; 120° ; 40°) 
Angles de 4:B:14; , B14) B;, 4AB;43 : (60° ; 80° ; 40°) 
4°) La similitude de O4.B; et OB;4; implique l'égalité des rapports : 
O4;  OB, (OB, 
0 O4 "AT TZ 
De même : OB;,;=8 et O4; =I16 


soit OA; = 4 


11 1°) Les parallèles découpent des segments proportionnels, les rapports 
AN _CD 4% AM _ BD 


donc : — = 
proposés sont donc égaux 4B CB e AC = RC 
4: AN AM 
Comme DC = BC, on déduit que PT: + AC 


2°) Si [MN] // [BCT, les 4 rapports sont égaux et chacun vaut donc 0,5. 
Puisque BD = 0,5.BC, D est le milieu de [BC]. 
BD _ 1] CD _ 2 AN _2 AM I] 


AND I PMR I UE SA 
Mais Z étant le milieu de AC: . = —. — 
AI AC 3 
La réciproque du théorème de THALES appliquée à l'égalité a = ae 


prouve que [MN] est parallèle à [BJ]. 


12 1°) Les angles en C et en D sont égaux car ils interceptent le même arc 
AB (voir théorème de l'angle inscrit 1.10). 


2°) Les angles en Æ7 et B étant droits (théorème 1.11), les triangles AHC et 
ABD ont deux angles égaux et sont donc semblables (voir 2.10). 

: ne à AH _ AC 
3°) On en déduit l'égalité des rapports TROT 


AB.AC = AD.AH 


ou EncCOre : 
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13 1°) Si les points Mix, 1), Mr, 2) et Mixx, y3) sont alignés, les 
triangles MH M, et MK M sont semblables de 2 … 


MH H = AM, 
c’est-à-dire : 
MK K | KM, 
ND eo 
X3 XX) ÿ3 y 


2°) A(20, 38), C(55, 118) et D(27, 54) sont alignés : 
55-20 118-38 

= (=5) 
27-20 54-38 


14 Les deux “triangles” constitués des 6 pièces du puzzle sont-ils bien des 
triangles ? 


Vérifiez en utilisant le résultat de l’exercice 13. 


Chapitre 3 
RELATIONS DANS LE TRIANGLE RECTANGLE 


1 La projection orthogonale. 


1.1 Définition. 


La projection orthogonale d'un point du 
plan sur la droite (D) est le point M de 
(D) tel que MM soit perpendiculaire à 
(D). 

Lorsqu'on parle de projection sans 
préciser la direction, il s'agit généralement 
de projection orthogonale. 


S 


Fig. 1 Projection orthogonale 


1.2 Rapport de projection orthogonale d'une droite sur une droite. 


Sur la figure 2, on a projeté les points À et B de la droite (D) sur la droite 
(D en A'et B”. 


Fig. 2 Rapport de projection 4'B' = k.AB 


[44] et [BB], étant parallèles, on est dans la situation du théorème de 
THALES (formule 2.4) : 

O4 _OP _AE 

O4  OB AB 
Appelons # le rapport constant entre un segment de (D) et son correspondant 
de (D) : 
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O4'=KkOA  OB'=KkOB  A'’B’=KkAB 


Ce rapport constant # est appelé rapport de projection orthogonale de (D) 
sur (D. 


1.3 Conclusion ; cosinus d’un angle. 


Le rapport de projection orthogonale de (D) sur (D ne dépend pas de la 
position de [481 sur (D). Il est par contre lié à la disposition relative des 
droites, c’est-à-dire à leur angle a. 


Ce rapport est appelé cosinus de l'angle à. 


Fig. 3 Le cosinus de a: A4'B"= AB.cos(a) 


Dans Îla projection orthogonale d’un segment [423] sur 
[4°B°|, le rapport des longueurs définit le cosinus de lPangle 
a des droites portant les segments : 


A'B'= AB,.cos(a) 3.1 
Remarque 


Dans ce chapitre, & est un angle aigu non orienté ; au chapitre suivant, nous 
étendons cette notion aux angles orientés. 


Cas particuliers 
Si (D) est parallèle à (D, æ= 0° et AB = A'B', donc: cos(0°)= 1 
Si (D) est perpendiculaire à (D, æ= 90° et 4'B'=0: cos(90°)= 0 


Chercher les exercices 1 et 2. 


2 Proportionnalités dans le triangle rectangle. 


Notations utilisées tout au long de ce chapitre pour le triangle rectangle. 


Nous adoptons les notations qui suivent (figure 4). 
Le triangle ABC est rectangle en À. 
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H est le pied de la hauteur issue de 4. 

Longueurs des segments : BC = a (hypoténuse) AH = h (hauteur) 
AC = b (grand côté) AB = c (petit côté) 
BH = d' CH= da) 


Fig. 4 Notations dans le triangle rectangle 


2.1 Egalités d'angles et similitudes de triangles. 


Les triangles ABC et HBA ont l'angle en B en commun et un angle droit ; 
leurs troisièmes angles, C et À, sont égaux puisque la somme des angles 


d'un triangle vaut 180°. Il en est de même pour À et À) : 
C — À, B 4 3.2 


Les projections de [AB] sur [HB], de [AC] sur [AH] et de [BC] sur [BA] se 
font selon le même angle de projection (2 ou À,) et les rapports de 
projection sont donc les mêmes : 


BA AH  HB À 

ne rapports valant cos(B 

BC AC AB (rapp (8) 
. LUE 3.3 

a bc 


Ces égalités expriment la proportionnalité entre les côtés du "grand" triangle 
ABC avec ceux du "petit" triangle HBA. 


De même avec les projections d'angle C ou À. on obtient les relations 3.4 
exprimant la proportionnalité de ABC avec le triangle "moyen" HAC. 


= 2 3.4 
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2.2 Relations métriques dans le triangle rectangle. 


On peut présenter ces proportionnalités sous forme d'un tableau où l'on place 
en ligne les longueurs de chaque côté des triangles en prenant soin de les 
écrire dans le même ordre (ici : hypoténuse, grand côté, petit côté). 


Triangle HBA UT 
Triangle HAC b Di h 


Triangle ABC a  bH cc 


Tableau 2.2 


On obtient alors une proportion en choisissant 4 termes disposés en 
rectangle" ; ainsi dans le tableau 2.2 (1°, 3° lignes et 1°”, 2°”° colonnes) : 


c_h 
a D 
En effectuant le produit des termes en diagonale l’égalité équivaut à : 
b.c=a.h 
Les égalités les plus utilisées sont : 
b = a. ou AC? = BC.HC 3.5 
c=aa ou AB° = BC.BH 3.6 
h° = @. & ou HA° = HB.HC 3.7 
b.c=a.h ou AB.AC = BC.AH 3.8 


Rappelons que la moyenne géométrique de x et y, est le nombre z tel que : 
Z'=X.y 
Enonçons 3.5 et 3.6 autrement : 


Dans un triangle rectangle un côté de l'angle droit est moyenne 
céométrique entre l'hypoténuse et sa projection sur l'hypoténuse. 


de même pour 3.7 : 


Dans un triangle rectangle la hauteur est moyenne géométrique 
entre les segments qu'elle découpe sur l'hypoténuse. 


Chercher les exercices 3, 4. 


3 Le théorème de PYTHAGORE. 


L'addition membre à membre des relations 3.5 et 3.6 nous donne, compte 
tenu de la relation a = a; + a, le théorème de PYTHAGORE : 
+= 


Relations dans le triangle rectangle 69 


Dans tout triangle rectangle le carré de l'hypoténuse est égal 
à la somme des carrés des côtés de l'angle droit. 
[4B]L[AC] BC =AB+AC 3.9 


Bien noter l'équivalence entre les deux propositions marquée par le signe 
"<>". On démontre, en effet, que la réciproque de ce théorème est vraie : 


Si dans un triangle ABC : BC° = AB° + AC° alors l'angle en À est droit. 
Conséquence. 


Dans le tableau 2.2, les trois triangles 4BC, HAC et HBA sont rectangles : la 
relation de PYTHAGORE est donc vérifiée sur chaque colonne ou chaque 
ligne. 


+= k°+ a =b? a +h = 3.10 


Chercher les exercices 5 et 6. 
4 Applications. 


4,1 Diagonale du carré. 
La diagonale du carré ABCD de côté a est 
donnée par : AC? = AB° + BC? 
soit : AC =2@ 
AC = a 2 


Fig. 5 Diagonale du carré 


4.2 Hauteur du triangle équilatéral. 


La hauteur [4/1] du triangle équilatéral ABC 
de côté a, est aussi médiane, donc : 


AR =AB -BA et BH= + 
2 2 
d'où AH = a? -4_ - a 
où (#1 4 4 
et an= 3 


Fig. 6 Hauteur du triangle équilatéral 


Chercher les exercices d'application 7 à 16. 
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5 Récapitulatif. 


ABC étant triangle rectangle en 4 et [4H] la hauteur relative à l'hypoténuse, 
les triangles ABC, HAC et HBA sont semblables ; les égalités suivantes sont 
alors vérifiées : 


AC? = BC.HC 3.5 B 
AB° = BC.BH 3.6 
HA? = HB.HC 37 
AB.AC = BC.AH 3.8 
2. 2 2 
BC? = AB? + AC 3.9 . / 


Fig.7 Le triangle rectangle 


Réciproquement, si dans un triangle ABC de hauteur [4H] l'une des égalités 
précédentes est vérifiée alors le triangle est rectangle en 4 ; les autres 
égalités sont donc aussi vérifiées. 
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Exercices 


1 ABC est un triangle équilatéral de côté 8 cm. Z est le milieu de AC. 
M est le projeté orthogonal de 7 sur [AB]. 
Faire une figure. 


1°) Quel est le projeté orthogonal de [AB] sur [ACT ? Calculer sa 
longueur. 


2°) Calculer la longueur AM. 


3°) Quel est le rapport de projection de la droite (40) sur (AB) ? 
de (4B) sur (40) ? 


2 Le segment de (D) de longueur 5 cm 
se projette orthogonalement sur (D). 
Le projeté a pour longueur 4 cm. 


On le projette orthogonalement sur 
(D) : quelle est la longueur x du 
segment ainsi projeté ? 


Quelle est la valeur du cosinus de l'angle aigu formé par les droites (D) et 
(D ? 


3 Les notations sont celles de la figure 4. On donne deux des six grandeurs 
(a, b, c, h, ai, a) et on demande, dans chacun des 6 cas le calcul des 
quatre autres. 
l°)a=17 b=8 2°)a=25 a: =16 3°)a:=225 b = 255 


4)b=17 c=8  5°)b=20 h=12  6°)h=420 a = 400 


4 Pour chacun des six cas précédents donner, en partant des deux données 
fournies, une construction à la règle non graduée et au compas du triangle 
rectangle ABC. 

Vérifier par la mesure les résultats numériques trouvés à l'exercice 3. 


5 Toujours avec les notations de la figure 4, on donne : 
a=S h = 2,4 
Calculer b, c, a, a. (Introduire le milieu 1 de BC et calculer 1H) 
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Donner, comme à l'exercice 4, une construction à la règle et au compas 
de ABC, en partant de a et h, puis vérifier les valeurs de b, €, ai, @. 


6 Une autre démonstration du théorème de PYTHAGORE 

Le petit carré de côté a est inscrit dans Île 

grand ; il y découpe des segments de 

longueur b et c. 

En égalant la surface du grand carré à la 

somme des surfaces des 4 triangles et du 

petit carré, retrouver la relation de 
PYTHAGORE. 


7 (Dj) et (D sont deux droites perpendiculaires en O, a un nombre positif. 
Quel est l'ensemble des points M dont la somme des carrés des distances 
à (D) et (D) est égale à a ? 


8 ABCD est un trapèze rectangle en 4 et D. 
On donne : AB=8 DC=13 AD= 12. 
Faire une figure. 
Calculer la longueur BC. 


9 ABCD est un trapèze isocèle de bases [AB] et [DC]. 
On donne : AB =7 DC=25 AD=BC=I1S 
Faire une figure. 
Calculer la hauteur du trapèze et sa surface. 


10 Dans le triangle rectangle ABC et de hauteur [AH] (voir figure 4), on 
construit le point D, projection orthogonale de H sur [AC]. 
Démontrer que : AH° = AB.HD. 


11 Les notations sont celles de la figure 4. On suppose b = 2c. 
Démontrer que : a) = 4 ai. 
Plus généralement, sachant que b = k.c, déterminer la relation entre a; et 
d). 


12 ABCD est un trapèze rectangle en À et D. En outre, les diagonales [ACT et 
[BD] sont perpendiculaires. 
On place E dans le prolongement de [B4] de sorte que 4E = DC. 
Faire une figure. 
1°) Démontrer que l'angle (DB, DE) est un angle droit. 


Relations dans le triangle rectangle 73 


2°) En déduire que la hauteur du trapèze est la moyenne géométrique des 
bases, c’est-à-dire que AD° = AB.DC. 


13 Tracer un demi-cercle C; de centre O s'appuyant sur un diamètre [AB]. 
Tracer le demi-cercle C de diamètre [AO], situé du même côté de [43] 
que C1. 

D'un point H quelconque sur [40], tracer la perpendiculaire à [AO] qui 
coupe C;en DetCienE. 
Démontrer que AE° = 24D>°. 


14 4BC est un triangle isocèle de sommet C'(CA = CB). 
est le milieu de [AB]. En outre, 4B = IC = 16. 
Faire une figure puis calculer le rayon À du cercle circonscrit à 4BC. 


15 Ci et C; sont des cercles de rayons R, et R; et de centres O, et O, situés à 
une distance d. 
Ils sont extérieurs, c’est-à-dire que : d> R; + R:. 
Faire une figure et tracer les 4 tangentes communes aux deux cercles. 
Calculer, en fonction de d, R, et R;, les longueurs / et /’ des segments de 
ces tangentes limités aux points de contact sur les cercles. 


16 Existe-t-il d'autres triangles rectangles que le triangle (b=3 ; c=4 ; 
a = 5) dont les longueurs des côtés soient des entiers ? 
Chercher tous les triangles rectangles à côtés entiers dont l'un des côtés a 
pour longueur 15. 
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Corrigés des exercices 


1 AB= AC =BC=8cmA]=IC=4 cm 
1°) ABC étant équilatéral la médiane [B7] 
est aussi hauteur : 


B se projette donc orthogonalement sur 4 
[AC] en Z. Or AI = 4 cm 


2°) et 3°) Le rapport de projection de [4C] 4 
sur [AB] est le même que Île rapport de 

[48] sur [AC] ; il vaut donc 4//4B = 0,5 : B 8 C 
AM= 0,5. AI=2 cm. 


2 Le rapport de projection de D sur D'est : £= 4/5 = 0,8 
Comme le rapport de D'sur D est le même, on a : 
x = 0,8 x 4 =3,2cm 
Le cosinus de l'angle aigu formé des droites D et D' est précisément le 
rapport de projection : 
cos(D, D = 0,8 
Une machine donne alors : (D, D = 36,87° 


3 l°)a=17 b=8 


Calculons a par 3.5 : a = b’/a=(8x8)/17 a = 64/17 
a=a-@=1l7-64/17 di = 225/17 

puis c (3.9): Cab = 228 c=l]S 

et h (3.8) : h= bcla=(8x15y17 h = 120/17 


Présentons les résultats selon le tableau 2.2, (en gras les termes connus) : 


C_ À a: 120/17 225/17 

b a hi 64/17 120/17 

a bb c 8 15 
2°) a = 25 3°) a) = 225 136 120 64 
a = 16 b = 255 255 225 120 

289 255 136 

4°)b=12 |5S 60/13 25/13 5°) b = 20 
c=S 12 144/13 60/13 h= 12 


13 12 S 
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6°) h = 420 580 420 400 
a = 400 609 441 420 
841 609 580 


4 Constructions à la règle non graduée et au compas des triangles 
précédents. 


1°)BC=17 AC=8 

On reporte (au compas) AC. 

B est à l'intersection de la perpendiculaire en 4 à 
[4CT] et sur le cercle de centre C de rayon BC. 


2°) BC =25 CH=16 

On trace [BC sur lequel on place Æ par report de 
CH. 

A est à l'intersection de la perpendiculaire en À à 
[BC] et sur le cercle de diamètre [BC] (on 
construit d'abord 7 milieu de [ BC). 


3°) CH=225 AC = 255 Bi L 
On trace [4C1 ; Æ est à l'intersection du cercle de ” \ 
diamètre [AC] et de l'arc de cercle de centre Cet  ; 
de rayon CH. A a 
B est à l'intersection de la perpendiculaire en À à / 
[ACT et sur le prolongement de [CH]. ss L 


49) AC=17 AB=8 

On reporte | 4B] puis [ACT perpendiculaire à [AB]. 
5°) AC =20 AH= 12 

Comme au 3°) on construit d'abord F7. 

6°) AH = 420 BH = 400 

On reporte [BH] et [HA] à angle droit en F7. 


Cest sur le prolongement de [BH] et sur la 
perpendiculaire en 4 à [4B1. B 
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5 Effectuons d'abord la construction en traçant d’abord BC = a=s5. 
À est sur le demi-cercle de diamètre [BC et aussi sur la parallèle à [BC] 
distante de h = 2,4, 


Parmi les deux possibilités pour 4, 747777 AE D pires 
choisissons celle où H est entre B et I. 12 4 DS. ! 
Ona:1H =IA-AH=2,5-24=049 à 1 Ni 
Soit : 1H=0,7 B OH 1 25 ic 
Puis : a = BH=BI-1H=2,5-0,7=1,8 a, = 1,8 . # 

da = CH= 2,5 + 0,7 = 3,2 d = 3,2 ne 

* = aa =3,2 x 5 = 16 b=4 
c=aa=1,8x5=)9 C=3 


Surface du grand carré = (b + c} = b° + c° + 2bc 
Surface d'un triangle = 2 bc 

Surface des 4 triangles = 2 bc 

Surface du petit carré = a’ 

Egalons ces surfaces : b° + c? + 2bc = à + 2bc 


On retrouve bien : b+c =. 


Projetons orthogonalement M en FH sur (D) et en X sur (D. 
OHMK étant un rectangle, les diagonales (27 
[OM] et [AK] sont égales. 

Or d'après l'énoncé MA +MK° = a. 

D'après PYTHAGORE, MH +MK° = HK° (= a). 
On a donc aussi OM = a. 


Le point M décrit un cercle de centre O et de 


rayon Va. 


Projeter B en A sur [ DCI. 
HC=DC-AB=5 BC*=BH +HC°=12 +5" = 169 BC = 13 
Projeter 4 en X sur et B en K' sur [DC]. 


Ona:DH=KC et DH+KC=25-7=18 
D'où : DH = KC=9 


AH = BK = VBC? - CK? = 15? -9? =1j2 


La surface est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur : 
S = 192. 
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77 
10 (4B) et (DA) étant parallèles, les angles  B 

A1 et (HA, HD) sont égaux ; les rapports 
de projection correspondants Île sont 
AUSSI : 

AH _ HD 

AB HA 

D C 


ou: AH = AB.HD À 


11 Il suffit de diviser membre à membre la relation 3.5 par 3.6 pour obtenir : 
b? aa) a; 
© a à 
Donc, si b—2C alors a -4a 
Et plus généralement : sib=£kc alors @ = a. 


12 1°) [AËT étant égal et parallèle à [DC], D C 


ACDE est un parallélogramme et [DE] 
est parallèle et égal à [4C1. 

[DET est donc perpendiculaire à [BD]|. 
EBD est donc rectangle en D. 


2°) D'après 3.7, AD? = AB.EA 
Ou : AD*° = AB.DC 


13 Etant inscrit dans le demi-cercle C., le c 
triangle AEB est rectangle en £. | 


D'après 3.5 : AË° = AH.AB , 
En raisonnant sur ©) : AD? = AHAO 
Tenant compte que 4B = 240, on en 4 


déduit : AE? = 24D° 


144B=-IC=16 IB=14=8 OA4Â=OB=OC=R C 
OI=IC-O0C=16-R 
OF = O4? - A = R° - 64 
On en déduit :(16— R) = R° — 64 
soit : 256 — 32R + R° = R° - 64 IN 


après réductions, À= 10. À I B 


en 
T 
® 
© 
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15 Les tangentes aux cercles sont perpendiculaires aux rayons O7; et OT; 
Deux cas se présentent selon que la tangente 7,7; laisse les deux cercles 
d’un même côté (figure de gauche) ou non (figure de droite). 

Menons de ©; une parallèle à 717, qui coupe O7: en P : le triangle 
O0, P étant rectangle, on peut lui appliquer la relation de PYTHAGORE. 


OP=L O,P=R,;, -R, O,P = L' O\P=R, +R; 
L'=@-(R-R)) L°=#-(R +R) 


16 Il existe une infinité d'entiers tels que : b° + c? = 4, par exemple : 
(3, 4,5) (5, 12, 13) (16, 63, 65)... 
Avec l'entier 15, on obtient : 
(9,12,15) (15,112,113)  (15,36,39) (15,20,25) (15,8, 17) 


Pour les 4 derniers cas, où 15 mesure un des côtés de l'angle droit, on 
écrit : 15 =d -c° 

ou 225=(a-cKX a+c) 

L’étude de toutes les décompositions de 225 (= 3°x57) en produit 
d'entiers donne : 225 = 1x225 = 3x75 = 5x45 = 9x25 = 15x15 

ceci fournit ensuite les solutions entières pour a et c. 


Par exemple, de 225 = 1*X225, on déduit: {a-c=1 et a+c=225}, 
d’où a=113 et c=112, c’est-à-dire la solution (15, 112, 113). 
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TRIGONOMETRIE 
Angles, arcs et lignes 


1 Angle orienté et arc orienté. 


Nous avons défini (Introduction $4) l'angle de demi-droites, (Ox, Oy), par 
une rotation autour de O amenant Ox sur Oy. 
Cet angle est un angle orienté : Ox est l'origine, Oy l'extrémité. 


1.1 Sens de rotation et mesures d'un angle en degré. 


Il existe une infinité de rotations amenant Ox sur Oy : elles diffèrent entre 
elles d’un nombre entier de tours, dans un sens ou dans l’autre. 


Fig.1 Les rotations de 30° et -330° amènent toutes deux Ox sur Oy 


Une rotation effectuée dans le sens inverse des aiguilles d'une montre est dite 
de mesure positive. Elle est négative, sinon. 
Ceci suppose l'observateur placé devant cette page ! 


Un même angle (Ox, Oy) admet donc une infinité de mesures : 


Si a est une mesure en degrés d’un angle (Ox, Oy), cet angle 
admet une infinité de mesures de la forme 
a + k.360° 


où k est un entier positif ou négatif quelconque (4e 7) 


1.2 Mesure principale d'un angle orienté. 


L'angle dessiné sur la figure 1 admet pour mesures, entre autres : 
30° 390° 750° -330° —-690°. 
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30° est appelée sa mesure principale : 
Nous appelons mesure principale d'un angle l'unique mesure 


située dans l'intervalle |-180° ; +180°]. 
Chercher les exercices 1 et 2. 


1.3 Arcs orientés. 


On peut associer à un angle (Ox, Oy) un arc de cercle 4B de centre O et de 
rayon quelconque À étant sur Ox et B sur Oy (figure 2). 

On dit alors que l'angle (Ox, Oy) intercepte l'arc 4B. 

En considérant équivalents des arcs de même centre mais de rayons 
différents la correspondance entre angle et arc est biunivoque, c’est-à-dire 
qu’à un angle correspond un arc unique et réciproquement. 


Fig.2 Arc associé à un angle 
Bien noter que l’arc, comme l’angle (Ox, Oy), est une grandeur orientée : 4 
est l'origine de l'arc et B son extrémité. 
Notation des arcs 
x 2 61° LE 9 
Notation conventionnelle des arcs : “l’arc 4B 


Notation en gras dans ce livre : “l'arc AB” 


1.4 Addition des arcs - relation de CHASLES. 


Comme pour les angles, on ajoute des arcs en les 
mettant “bout à bout” ; pour cela on amène, par 
une rotation, l’origine du second sur l’extrémité 
du premier. 


Sur la figure : AM +MN = AN 
mais AUSSI : AM + MP = AP 


C’est la relation de CHASLES sur les arcs : Fig.3 Addition des arcs 


Quels que soient les points 4, M, N sur le même cercle, 


AM + MN = AN 4.1 
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La relation de CHASLES permet aussi d’écrire : MN = MA + AN 
En notant -AM, l’opposé MA de AM, comme pour les angles, cette relation 
s'écrit sous la forme équivalente à 4.1 : 


MN = AN - AM 4.2 


La forme 4.2 permet de remplacer un arc quelconque par des arcs de même 
origine (4 ici), quelle qu’elle soit. 


2 Mesures des arcs ; le radian. 


2.1 Définition du radian. 


Cette correspondance entre angle et arc orientés permet de mesurer angle et 
arc à l'aide de la même unité, le degré par exemple. 
Mais on introduit une unité plus naturelle, le radian. 


Fig.4 Les deux arcs mesurent 1 radian 


Un arc mesure un radian si sa longueur est égale au rayon du cercle portant 
Parc. 
Ainsi, sur la figure 4, l’angle (Ox, Oy) intercepte des arcs A1B1, AB: tels 
que : longueur 4,B; = OA, et aussi, 

longueur 4:B = O4; 
Ces deux arcs mesurent | radian : 
Mesure(Ox, Oy) = Mesure(A.B;) = Mesure(4B;) = 1 radian 


2.2 Longueur d’un arc. 


La mesure d’un arc n’est pas à confondre avec sa longueur. 
Pour des arcs de même mesure, comme sur la figure 4, la longueur est 
proportionnelle au rayon et à l'angle, c’est-à-dire : 


L=RO 4.3 
L: longueur de l’arc (par exemple en mètres) 
R: longueur du rayon dans la même unité (en mètres aussi) 


0: mesure de l’arc (ou de l'angle) en radians. 
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2.3 Conversion degré/ radian. 
Pour 0= 1 tour (360°), Z = 27xk ce qui donne la valeur en radians du tour : 
] tour Le = 27 radian 


D'où la conversion degré/ radian cherchée : 


27 en radian vaut 360 degré (1 tour). 
1 en radian vaut 180 degré (1 angle plat). 
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1 radian vaut a. degré (= 57,2958°). 


1 degré vaut radian (& 0,0175). 


Comme pour les angles, toutes les mesures d'arc sont définies à 4.27 près : 


Si æ est une mesure en radian d’un arc, cet arc admet une 
infinité de mesures qui sont de la forme aœ+42r où ke Z 


Convention d'écriture des unités 


Pour les mesures en radian, on ne mentionne pas l'unité alors que les 
mesures en degré sont identifiées par le symbole (°). 


Ainsi, 90° désigne une mesure en degré : elle vaut : en radian (= 1,5708). 


2 désigne une mesure en radian : elle vaut 2 x _ en degrés (# 114,5916°). 
14 


Chercher les exercices 3, 4 et 5. 
3 Lignes trigonométriques d’un angle aigu. 


3.1 Définitions. 


Le rapport de deux côtés dans un triangle rectangle permet le calcul des 
valeurs des angles aigus. 

Un tel rapport s’appelle une ligne trigonometrique. 

Les trois principales lignes utilisées sont : sinus, cosinus et tangente. 

Nous n’employons pas ici la cotangente qui est l’inverse de la tangente. 
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Leurs définitions sont données ci-dessous ; la figure 5 rappelle ce qu’on 
entend par côté adjacent et côté opposé relativement à un angle. 


HM E Opposé à a ] 


OM hypoténuse 
OH | côté adjacent à a 

COSA)=— | — 
OM hypoténuse 
HM 


côté opposé à a 
côté adjacent à « 


Fig.5 Les lignes d'un angle aigu 


3.2 Relations fondamentales. 


Du théorème de PYTHAGORE, OF + H = OM, on déduit la relation 4.4 : 


sin’(æ)+cos’(a)=1] 4.4 


et de la définition des lignes pour 4.5 on déduit aisément : 


sin(æ) 


tan(æ) = 4.5 


Cos(æ) 


3.3 Lignes des angles aigus les plus courants. 


RC NE 


Came [oo ue Be Be 
Came [ir fn m0 
DA AT A ER RCE 


On retrouve aisément ces résultats en raisonnant sur la moitié du carré et sur 
le triangle équilatéral ($4. 7 et 4.2 du chapitre 3). 


Chercher les exercices 6 et 7 
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4 Le cercle trigonométrique. 


Pour généraliser aux angles et arcs orientés les définitions en 3.1 portant sur 
les angles aigus, on utilise le cercle trigonomeétrique dont les caractéristiques 
sont données ci-dessous et sur la figure 6. 


Unité de longueur = rayon du cercle. Cette unité est commune aux 4 
graduations : arc, sinus, cosinus et tangente. 


Origine des angles : le rayon OA. 
Origine des arcs : le point À. 


Sens positif de rotation : sens inverse des aiguilles d'une montre. 


Axe des sinus Axe des tangentes 


Axe des 


COSINUS —]| 


Fig.6 Le cercle trigonométrique 


Arc L’arc AM est représenté par son extrémité M sur le cercle. 
Sur la figure 6, on lit : mesure (AM) = 2,2 


Angle L’angle (04, OM) = a qui vaut aussi 2,2 radians est également 
représenté par M. 


Cosinus Se lit en abscisses : cos( AM) = cos(a) = OH 
Sur la figure : cos(2,2) = -0,6 (point H). 


Sinus Se lit en ordonnées : sin(4M) = sin(a) = OK 
Sur la figure : sin(2,2) = +0,8 (point K). 


Tangente Se lit sur l’axe des tangentes : tan(4AM) = tan(a) = AT 
Sur la figure : tan(2,2)=-1,3 (point T). 
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La figure 7 rappelle ce mode de lecture pour chacune des quatre grandeurs 
du cercle trigonométrique. 


tangente 
Fig. 7 Les graduations et la lecture de chaque ligne. 


L'exercice 8 vous familiarisera avec la lecture sur le cercle. 


5 Arcs associés par rotation ou symétrie. 


Les formules suivantes établissent les relations 


entre deux arcs liés par une rotation ou par une 

symétrie. aNant | 
Elles permettent notamment de déduire les lignes 

d'un arc quelconque de celles d'un arc du 1” 

quadrant. | 


La figure 8 donne la convention pour numéroter les Fig. 8 Les quadrants du 
quadrants. cercle trigonométrique. 


Les formules des arcs a$sociés sont à savoir retrouver sur le cercle. 

Dans les dessins sont tracés les sinus et cosinus d'un arc (ou angle) a du 
premier quadrant et les sinus et cosinus de l'arc associé. 

Cependant les formules sont valables quel que soit la position de a sur le 
cercle. 


Sur chaque figure les sinus et cosinus de l’arc a sont repérés par des traits 
simples alors que les sinus et cosinus de son arc associé par des traits gras. 
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5.1 Rotation d’un demitour ab-a+x 


sin(a + x) = — sin(a) 
cos(a + 7) = — cos(a) 
tan(a + x) = tan(a) 


5.2 Rotation d’un quart de tour positif ar a+x/2 


sin(a + 7/2) = cos(a) 
cos(a + 7/2) = — sin(a) 
l 


tan(a) 


tan(a + x/2) =- 


5.3 Rotation d’un quart de tour négatif a-a-xr/2 


sin(a — 7/2) = — cos(a) 
cos(a — 7/2) = sin(a) 
] 
tan(a) 


tan(a — x/2) =- 


5.4 Symétrie par rapport à l’axe des cosinus at -a 


sin(— a) = — sin(a) 
Cos(— a) = cos(a) 
tan(— a) = —- tan(a) 


5.5 Symétrie par rapport à l’axe des sinus aRr-a 


sin(7 — a) = sin(a) 
COS(7 — a) = — cos(a) 
tan(z — a) = —-tan(a) 
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5.6 Symétrie par rapport à la première bissectrice a+ z/2-a 


sin( 7/2 —a) = cos(a) 
cos( 772 —a@) = sin(a) 
] 
tan(a) 


tan(x/2 — a)= 


5.7 Symétrie par rapport à la seconde bissectrice a+ -7/2 - a 


sin(—-7/2 — a) = — cos(a) 
cos(—-7/2 — a) = — sin(a) 
] 


tan(— 7/2 - a)= ep 


Chercher l'exercice 9. 
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Exercices 


1 Une mesure de l'angle (Ox, Oy) vaut 45°. 
Donner toutes ses mesures ; donner sa mesure principale. 


Même question avec les mesures d'angle suivantes : 
a = 3270° = -2040° c=1720° 


2 ABCDEF est un hexagone régulier de 
centre ©. Z est le milieu de 4B. 


Donner la mesure principale des angles 
orientés Suivants : 

(O4, OB) (O4, OE) (OI, OB) D À 
(OC, OD (OF, OC) (CA, CD) 
(DA, DPF). 


3 Une des mesures de l'arc 4B de la figure est de 60°. 
1°) Placer tous les points Mtels que AM = TAB À 


(1l y en a deux qu'on appellera M. et M). 


2°) Donner toutes les mesures de AB, de AM, et 
de AM, ; donner celles de AM que M désigne M 
ou M. 
l 


3°) Mêmes questions avec les points W tels que AN = 3 48. 


4 Convertir les mesures suivantes de degré en radian ou de radian en degré 
selon le cas : 


a = 30° b= 7/5 c=10 d=05 e—=600  f=60. 


S Calculer la longueur d'un arc AB du cercle de centre © et de rayon 5m à 
partir de l'angle 0= (O4, OB) dans chacun des cas suivants : 


0= 75 0= 36° 0=2 0=225°, 
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6 1°)Dans le triangle ABC, on donne les côtés : C 
AB= ]2 BC=S AC= 13 
Démontrer que ABC est un triangle rectangle. , B 


Calculer ses angles. 


A 


2°) On suppose maintenant que :  4=36 C=54 AC= 13. 
Calculer l'angle À et les côtés du triangle. 


7 aest un angle aigu. 
1°) On se donne sin(a) = 0,6 ; en déduire cos(a) et tan(a) sans calculer a. 
Vérifier ensuite avec une machine en calculant a 


2°) Même question : calcul de sin(a) et tan(a) à partir de cos(a) = 0,28. 


3°) Même question : calcul de sin(a) et cos(a) à partir de tan(a) = 2. 


8 Construire un cercle trigonométrique de rayon 5 cm (avec ses axes). 


1°) Graduer avec précision les 4 grandeurs du cercle (arc, cosinus, sinus, 
tangente) ; les graduations doivent permettre la lecture au dixième près. 


2°) Placer un arc AM de —1,25 radian ; lire ses cosinus, sinus, tangente. 
Vérifier avec une machine. 


3°) Placer un arc AN situé dans le second quadrant et de cosinus —0,8. 
Lire la valeur de l'arc et ses sinus, tangente. Vérifier avec une machine. 


9 Donner les lignes des arcs suivants ; on associera d'abord l'arc à un arc du 
premier quadrant. 


ST 37/2 37/4 —T/3 177/6 5 


10 Généralisation de l'exercice 7 aux arcs orientés. 
1°) Etablir les formules : 


l 
sin” & = 


tan? a 
1+ tan’ a |+tan’ à 


cos? Œ — 


2°) Etudier les signes de sin(a), cos(a) et tan(æ) dans chacun des 4 
quadrants. 


3°) En déduire que dans I et IV : 


l tan œ 
COS À = ———— SIN € = 
| + tan° a 1+tan° a 
et dans IT et IT : cos a = | sin & = —= tan a 


] + tan? « V1+tan° « 
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| 

11 Calculer sin(x) et cos(x) sachant que tan(x) = 3 et que x est dans le 
troisième quadrant. | 
Vérifier en calculant x à l'aide d'une machine. 


12 Calculer cos(x) et tan(x) sachant que sin(x) = —0,4 et que x est dans le 
quatrième quadrant. 
Vérifier en calculant x à l'aide d'une machine. 


13 Les notations sont celles de la figure 6. 
Sur l'axe OM orienté de © vers M, démontrer que : 
__ À] 
_ cos(a) 


On rappelle que le signe de OT est positif si M et T sont d'un même côté 
de O et négatif sinon. 
Vérifier que la relation reste valable quel que soit le quadrant de AZ. 
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Corrigés des exercices 


1 Toutes les mesures de l'angle (Ox, Oy) sont : 

45°+k.360° keZ 

Sa mesure principale est 45°. 

a=3270° Toutes les mesures peuvent s'écrire : 3270° + k.360° 
= —9 fournit la mesure principale, soit 30°. 

Il est alors commode d'écrire ces mesures : 30° + k.360° 

b=-2040° (ou 120° — 6x360°) 

Toutes les mesures à partir de la principale : 120° + 4.360° 

c=1720° (ou -80° + 5x360°) : —-80° + k.360° 


2 Mesure (04, OB) = +60° 
Mesure (OA, OË) = -120° q 4 
Mesure (OL, OB)= +30° re I 
Mesure (OC, OP) = -90° 
Mesure (OF, OC) = +]180° D l4 
Mesure (C4, CD) = —-90° (théorème 1.11) \/\/ 
Mesure (DA, DF) = —-30° (théorème 1.10) 


3 2°) AB = 60° + k.360° 
En divisant par 2, 
AM = 30° + k.180° ce qui donne : 
AM,= 30° + k,.360° et AM= 210° + k:.360° 


3°) AN = 20° + k.120° 
Ceci donne 3 points, sommets d'un triangle équilatéral : 
AN; =20° +k1.360° AN, = 140° +k,.360° AN; = -100° + 4,.360° 


Cd 


M: 


4 Pour convertir de degrés en radians (a, c, e), on multiplie la valeur de 
l’arc en degrés par r/180 (= 0,0175). 
Pour convertir de radians en degrés (b, d, f), on multiplie la valeur de 
l’arc en radians par 180/7 (& 57,2958). 
a = 7/6 rd (= 0,5236) b = 36° 
c= 7/18 rd (= 0,1745) d'=(90/xr)° (& 28,648°) 
e = ]0x/3 rd (& 10,472) f=(10800/x)° (= 3437,75°). 
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S L=RO=50 où Best en radian. 
1°)0= 25; L=x=3,l4 m. 
2°) 0= 3675 en radians) ; L = 3,14 m. 
3°) 0=2;L=10m. 
4°) 0=22,5(7/8 en radians) ; L = 578 = 1,96 m. 


6 1°) ABC'est un triangle rectangle en B puisque la relation de PYTHAGORE 
est satisfaite : AB” + BC° = 12° + 5° = 169 comme AC” = 169 


tan(4) = 5/12 d'où À4x22,6  C = 90° — À x 77,4° 


2°) Si À = 36° et C = 54° alors B = 90° et ABC est rectangle. 
AB = AC.cos(À) = 13cos(36°) = 10,52. 

BC = AC:sin(4) = 13sin(36°) = 7,64. 

On peut vérifier que : AB” + BC? = AC? = 169. 


7 1°) Si sin(a) = 0,6 alors cos(a) = V1 — sin° a = 0,8. 


Vérification : a = 36,87° 
2°) cos(a) = 0,28 sin(a) = V1 0.28? = 0,96. 


tan(a) 028 7 ” 3,4286. 
Vérification : a = 73,7° 
3°) tan(a) = 2 Éd A. 
1 + tan” (a) Vs 
cos(a) = Le 


V1 + tan” (a) Vs 


Vérification : a = 63,43° 


8 1°) Ce cercle est à construire soi-même sur papier millimétré ; c’est un 
guide visuel indispensable pour la résolution des équations, par exemple. 


2°)—n/2 <—1,25 <0: Mest dans le quatrième quadrant. 

On doit lire : sin(-1,25)#=-0,95  cos(-1,25)= 0,32 tan(-1,25) = -3. 
3°)On lit: cos( AN) =-0,8  sin(AN)=+0,6  tan(AN) = -0,75. 
AN & 2,5 (environ 143°). 
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9 1°)5rn=7n+2.2r Rotation de deux tours à partir de 7. 
sin(57) = sin (x) = 0 COS(5T) = -] tan(57r) = 0 
2°) 37/2 = x/2 + x Rotation d’un demi-tour à partir de x/2. 
sin(37/2) = — sin (r/2) =-I cos(37/2) = 0 tan(37/2) infini. 
3°) 3x/4= x - xa Symétrie par rapport à 7/2 (axe des sinus). 


sin(37/4) = sin (T/4) = . cos(37/4) = ne tan(37/4) = -|]. 


4°) —x/3= 0 -x/3 Symétrie par rapport à 0 (axe des cosinus). 


V3 


sin(-t/3) = -sin (r/3)= AE cos(-x/3) = 0,5 tan(—t/3) = 3 | 


5°) 17x/6= 2x +(x- 7/6) Rotation de deux tours et symétrie par rapport 
à 7/2. 


sin(1 77/6) = sin (r/6) = 0,5 cos(1 77/6) = ni tan(177x/6) = — 3 


3 
2 sin’ & 2 cos” & + sin’ à ] 
DO ON Me RE 
COS” & COS” & COS” & 
2 
\ ] , n [#4 
D'où cos? «& = et sin? æ =1-cos° & = la 


| + tan? & |+ tan’ a 


2°) sin(aœ)est: positif dans Tet Il, négatif dans IIT et IV 
cos(a) est : positif dans I et IV, négatif dans II et III 
tan(a) est: positif dans I et III, négatif dans II et IV. 


3°) Dans I et IV, on prendra pour cos(a) la racine carrée positive ; 
sin(@) est donné par sin(a) = cos(a).tan( a). Donc, 


dansletIV: cos @ = gp =te 
V1+ tan’ @ 1 + tan? & 
dans II et II : one sin &œ = — {an &œ 
l+tan° a 1+tan° « 


11 Des formules de l'exercice 10, on obtient à partir de tan(x) = 3 : 
Sin(x) = — 40,9 et  cos(x) = — 0, (x = —-108,4°). 
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12 sin(x) = —0,4 entraîne cos’(x) = 1 — (0,4) = 0,84 
Comme x est dans le quadrant IV : cos(x) = /0,84 


0,4 = __2 T —0,436 (x & —23 ,6°). 


0,84 421 


tan(x) = 


13 Dans le triangle rectangle OAT de la figure 6, on a : 


OT = OA’ + AT° = 1 + tan’(a) = (exercice 10). 
cos” (a 


On en déduit: OT = + 
cos(æ) 


Si M est dans le quadrant I ou IV, Met T sont d'un même côté de O, OT 
est donc positif comme cos(a) et il faut donc choisir le signe "+". 


Dans II et III, OT et cos(@) sont encore de même signe (négatif), on doit 


donc aussi choisir le signe "+", 
Le 
cos(æ) 


Quel que soit a: OT = 
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TRIGONOMÉTRIE 
Equations 


1 Inversion du cosinus. 


1.1 Egalité de deux cosinus cos(a) = cos(f). 


a et F sont les mesures de deux arcs AM et AN sur le cercle trigonométrique. 
Ces arcs donnent des cosinus égaux, si les extrémités M et N sont 
confondues ou encore symétriques par rapport à l'axe des cosinus. 


Les extrémités M et N sont | M et N sont symétriques par 
confondus : rapport à OA : 
a=f+k27 a=-f+k2r 
Fig. 1 Egalité de deux cosinus 


: a=f+k.2xr 
cos(æ) = cos(f) : __p+Kk2r 5.1 


où k et £’ sont deux entiers quelconques : ke Z et k'e Z. 


1.2 Equations du type cos(x) = a. 
A la condition a € [-1 ; +1], il est possible de choisir un angle « tel que : 


a = COS &) 


L’équation devenant cos(x) = cos(a), se résout à l'aide de 5.1 : 
x=a+k2nr si M et N sont confondus, 
x=-a+k2r si Met N sont symétriques par rapport à l’axe des cosinus. 
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Remarque : l’arccosinus du nombre a 


a n'existe que si a € [-1 ; +1], mais il y a alors 
de nombreux choix pour a. 

Le choix généralement adopté est la seule 
solution de l'intervalle [0 ; x] correspondant à un 
arc du demi-cercle supérieur. 


Cet arc s’appelle l'arccosinus de a ; on y revient 
plus loin au 85.2. 
C’est aussi la valeur fournie par une calculette. 


1.3 Exemple 1 ; cos(x) = 0.5. 


Sachant que cos(73) = 0,5, il est possible 
d’écrire l’équation : 
cos(x) = cos(7/3) 


D'après 5.1 toutes les solutions sont : 


{x=% +2) ou = -R+k2r) 
3 3 
En degrés : {60° + £360°} ou {—-60° + £’360°} Fig. 3 cos(x) = 0,5 


Sur le cercle ces deux familles de solutions sont représentées par 2 points. 
Chaque point représente donc une infinité de solutions. 


Sur un axe, par contre, chaque point représente une solution et une seule. 
C’est ce que montre la figure 4 pour les solutions de l’intervalle [-37 ; +37]. 


=-| 4=-| k'=0 k=0 


Fig. 4 Les 6 solutions de l’intervalle sont représentées par 6 points différents. 


Remarque sur l'écriture des solutions 


Nous avons choisi de remplacer 0,5 par cos(7/3) mais tout autre choix d’arc 
était parfaitement légitime. 7/3 présente l’intérêt de la simplicité : c’est 
d’une part arccos(0,5) donc le seul arc sur [0 ; zx] et d’autre part la valeur 
fournie par une machine. 


Etudier l'exercice 1 avant d'aborder la suite. 
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2 Inversion du Sinus. 


2.1 Egalité de deux sinus sin(a) = sin(). 


Comme en 1.1, considérons que : «= mesure(AM) et = mesure(AN). 
Utilisons cette fois la symétrie par rapport à l’axe des sinus (figure 5). 


M et N confondus. M et N symétriques par 
rapport à l’axe des sinus. 
Fig. 5 Dans les deux cas les sinus des arcs AM et AN sont égaux 


Si Met N sont confondus : & = f + k.27 
Si M et N sont symétriques par rapport à l’axe des sinus : a=7 -f+{k'27 


a=fp+k.2x 


PORTAL ket k’ dans Z 5.2 


sin( a) = sin(P) 


2.2 Equations du type  sin(x) = a. 


Sia e [-1 ; +1], on peut choisir un angle « tel que : 


a =Sin(&@) 
On résout alors sin(x) = sin(a) à l'aide de 5.2, ce qui donne : 
x=a@+Kk.2xr 
x=r-a@+k'.27x 


De façon similaire à 1.2, on choisit le plus 
souvent pour «a la seule valeur située dans 


l'intervalle | È | 4 , 


Cet arc s’appelle l'arcsinus de a; ceci est 
détaillé à la fin de ce chapitre ($ 5.1). 


C’est aussi l’arc donné par une machine. 


Fig. 6 L’arcsinus de a 
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2.3 Exemple 2 sin(x) = : 


L'égalité e = sin + , nous ramène à la résolution de sin(x) = sin() : 
Ceci donne d’après 5.2 : 


{x _— + ka | ou {x = Eu + ar} 
4 4 


C'est-à-dire deux familles de solutions représentées 
par deux points sur le cercle. 


En degrés : {45° + #360°} ou {135° + k'360°} Fig. 7 sin) = 


L 


2.4 Exemple 3  sin(2x — 7) = LE : 


1° étape identique : sin(2x - : ) = sin(T) 


d'où deux alternatives 2x — : = à + kr | ou (2x s — . + kr 


Ce sont des équations algébriques ordinaires dont on tire x, 
PME 07) ou PNR 7) 
2 3 4 3 4 


2 
SOit : {e=2E+ kr) ou DE | 
24 
Conclusion 


Les solutions sont les nombres 


TE + kr ou Brit 
k et £’ entiers algébriques quelconques. 
On obtient 4 points sur le cercle. 

En degrés : {52,5° + k180°: ou {97,5° + £'180°} Fig. 8 Exemple 3 


Etudier l'exercice 2. 
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3 Inversion de la tangente. 


3.1 Egalité de deux tangentes tan(a) = tan(P). 


Nous posons encore : a = mesure(AM) et f= mesure(AN). 


pe Met.N 


/ 


M et N sont confondus. M et N sont diamétralement 
opposés. 
Fig. 9 Dans les deux cas les tangentes des arcs AM et AN sont égales. 


Les extrémités M et N sont soit confondues soit diamétralement opposées sur 
le cercle ; dans les deux cas, & et f différent d’un multiple de zx, un multiple 
pair dans le premier cas, un multiple impair dans le second. Par conséquent : 


Si les tangentes sont définies (æ et f différents de 772 + kr) : 
tan(a) =tan(f) << a=f+kz kdansZ 5.3 


Pour a = B = x/2 + kr , les tangentes ne sont pas définies, l’égalité 
{tan(a) = tan(P)} n’a pas de sens. 


3.2 Equations du type tan(x) = a. 


Le choix d'un arc a tel que : tan(@) = a ramène l’équation à : 
tan(x) = tan(@) 
que l’on résout à l'aide de la propriété 5.3 ce qui donne : 
x=atkxr ke Z 


Quel que soit a, il existe toujours des angles à. 
On choisit le plus souvent l'unique valeur de a 


de l'intervall 2,2) 
e l'interva | 5° 9 
On l'appelle l'arctangente de a (voir $ 5.3). 


Fig. 10 tan(a)=a 
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3.3 Exemple 4  tan(3x) = 2. 


A l'aide d'une machine on obtient 
tan(1,107) = 2 [en degrés, tan(63°,4) = 2] 
D'après 5.3 3x & 1,107 + x 


x + 0,369 + keZ 


En degrés : x &21,1° + 4.60° 
C'est-à-dire 6 points régulièrement répartis sur le 
cercle. 


Fig.11 tan(3x) = 2 
En utilisant l'arctangente ($5.3), on substitue à la valeur approchée 1,107 la 
valeur exacte Arctan(2). On écrira l'ensemble solution : 


L Arctan(2) + £ 2} ke Z 


3 3 


Etudier l'exercice 3 puis les exercices 4 et 5. 


4 Equations se ramenant aux cas précédents. 


4.1 Exemple 5  cos(2x) = sin(x). 


JT 
La formule de symétrie par rapport à FA Vie dus 4 $5.6), permet la 


transformation du sinus en cosinus : sin(x) = cos(r/2 — x) 
L'équation devient : cos(2x) = cos(r/2 - x) 
D'après 5.1, 1] y a deux alternatives : 


Dx--x+ tar) ou {x=-&-n+2r) avec k et £’ dans Z. 


Ces équations algébriques équivalent à : 


Gx- Es k2x | ou {x=-E+r2x) 
2 2 


soit É re 2, ou {- Æ + Fr | 
6 3 2 


Ces solutions sont représentées par 3 points sur le 
cercle pour la première famille et 1 point pour la 
seconde (marquée d'une croix). 


Fig.12 cos(2x) = sin(x) 
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Remarque : 
14 
Ici, la seconde famille, {— e= +k'"2z } est inclue dans la première 
4 27 
= + k—}. 
(E+442) 
Ce sont les solutions de cette première famille obtenues avec k = —1 + 34 
On peut donc écrire l'ensemble solution : z + À 2e} 


3 


4.2 Exemple 6 Résoudre: cos(x) = tan(x) pour x € [0° ; 360°]. 


| __ Sin(x)  . 
On a d'abord cos(x) = PTE ou cos‘ (x) = sin(x) 
En posant sin(x)=s alors cos’(x) = 1 — s°, l'équation s'écrit : 
s+s-1=0 


Cette équation du second degré admet deux solutions : 
= IE VS Lois PL CP PT 


ë 2 2 
he 
2 


Seule s; est dans l'intervalle [-1 ; +1]; on a donc sin(x) = 


soit deux solutions dans l'intervalle demandé [0° ; 360°] : 
X:  38,2° X2 = 142,8° 


Chercher l'exercice 6. 


5 Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques. 


Pour résoudre des équations trigonométriques, on a eu besoin d'inverser les 
lignes trigonométriques pour écrire des solutions exactes : ainsi dans 
l'exemple 4, on préfère écrire Arctan(2) plutôt que 1,107 qui n'est qu'une 
valeur approchée. Définissons ces nouvelles fonctions. 


5.1 La fonction “Arcsinus”, notée Arcsin. 


Parmi les arcs dont le sinus vaut une valeur v 
comprise entre —1 et +1, un seul est situé dans 
1: ZT. À 
l'intervalle | 2 + z | 
C'est celui-ci qu'on appelle Arcsin(v). 

C'est aussi l'arc fourni par une machine à 
calculer programmée en radians. 


Fig.13 La fonction Arcsinus 
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Exemple  u = Arcsin(0,6) est le seul nombre tel que : 
sin(z) = 0,6 et SEE year 
2 2 


une machine donne : Arcsin(0,6) = 0, 643 501 (36,87°). 
5.2 La fonction “Arccosinus”, notée Arccos. 
Pourvu que —-I<v<+1, on définit alors de 


façon unique Arccos(v) en choisissant cet arc 
dans l'intervalle [0 ; x]. 


Fig.14 La fonction Arccosinus 


u = Arccos(v) signifie v = Cos(u) et UE [o: x} 5.5 


Exemple : u = Arccos(0,6) est le seul nombre z tel que 
cos(u) = 0,6 et O<u<xr 
une machine donne : Arccos(0,6) z 0,927 295 (53,13°). 


5.3 La fonction “Arctangente”, notée Arctan. 
On définit de la même façon Arctan(v) mais ici 


quel que soit v dans R. 
L'intervalle choisi pour Arctan(v) est l'intervalle 


Fig.15 La fonction 
Arctangente 


Exemple : u = Arctan(0,6) est le seul nombre z tel que 


tan(s)=0,6 et a SR 


sur une machine :  Arctan(0,6) = 0, 540 419 (30,96°). 


Chercher les exercices 7, 8 et 9. 
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6 Récapitulatif. 


6.1 Résolution des équations. 


: a=ff+k.27 | 
e cos(a)=cos(f) : APTE k et k’ dans Z 5.1 
_ a=f+k.2r 
e sin(a)=sinf) k RH k et k' dans Z 5.2 
e tan(a)=tan(f) & a=f+kr k dans Z 5.3 


e Pourae [-I1 ; +1], les solutions de cos(x) = a sont : 


x = Arccos(a) + k.27 , 
: = —Arccos(a)+k'27 FERRER is 


e Pourae [-1 ; +1] |, les solutions de sin(x) = a sont : 


x = Arcsin(a)+ £.27 


e Quel quesoitaeR les solutions de tan(x) = a sont : 
x = Arctan(a) + AT k dans 7 5.9 


6.2 Relations entre fonctions réciproques trigonométriques. 
e Quel que soit xe [-1, +1], 
Arcsin(x) + Arccos(x) = . 5.10 


e Quel que soit f strictement positif, 
Arc tan() + Arc tan() =-Z 5.11 


e Quel que soit f strictement négatif, 
Arc tan(f) + Arc tan) = — : 5.12 


La démonstration de ces identités est proposée à l”’ exercice 9. 
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Exercices 


1 


Résoudre dans R l'équation cos(x) = 0,8. 


1°) Donner toutes les solutions en radian. 

2°) Donner toutes les solutions en degré. 

3°) Placer les points-solution sur le cercle trigonométrique. 
4°) Donner les solutions situées dans l'intervalle [S ; 7]. 


Même exercice avec l'équation sin(x) = 0,8. 
Même exercice avec l'équation tan(x) = 0,8. 


Résoudre les équations suivantes et situer les extrémités des arcs 
correspondants sur le cercle trigonométrique. 

1°) sin(5x) = sin(x) 

2°) cos(3x) = cos(x + 60°) 


3°) tan(3x) = tan(x + : ) 


Résoudre et représenter l'ensemble solution sur le cercle trigonométrique. 
1°) sin(3x — 7) = 


En 


2°) cos(s — 4 F0 


3°) tan(æ — 3x) = 3 


Résoudre pour x € ]|-7, +7] 
sin’(x) = cos’ (x) sin‘ (x) + cos'(x)= 1 tan(2x).tan(x) = 1. 


Calculer sans machine et en vous aidant du cercle trigonométrique : 
Arcsin(0,5) Arccos(0,5) Arcsin(-0,5) Arccos(-0,5) Arc tan(-V3). 
Vérifier avec une machine. 


Résoudre : Arcsin(x)= I Arccos(y) = 2 Arctan(z) = 3. 


Démontrer les relations 5.10, 5.11 et 5.12. 
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10 Le triangle rectangle ABM est inscrit dans un 
demi-cercle de diamètre AB = 2R. 
MH est hauteur du triangle. 
1°) Déterminer en fonction de l'angle 


(4B, AM) = u et de R: 4 H B 
e les longueurs AM, MB, AH, BH, MH 
e la surface de ABM 
2°) Retrouver les relations dans le triangle rectangle du chapitre 3. 
11 Sur la figure : AO = I OB=3; 
MA et NB sont perpendiculaires à 4B. 
MO est perpendiculaire à ON. N 
1°) Déterminer l'angle (OB, ON) = x tel que 
AM + BN = AB 
2°) Déterminer x de façon que MN soit 4 O B 


parallèle à 4B. 


12 On donne : 
Hauteur de la tour Eiffel : À = 300 m 
Rayon de la terre : À = 6366 km 
A quelle distance du pied de la tour Eiffel se 
trouve l'horizon pour un observateur situé au 
sommet de la tour ? 
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Corrigés des exercices 


1 


1°) cos(x) = 0,8 
Sur une machine on lit: Arccos(0,8) = 0,6435 (36,87°) 


Solutions (approchées) en radian Per 

{x & 0,6435 + k27) ou {xx -0,6435 +427 PA 
2°) Solutions (approchées) en degré : ï 0,81 
{x & 36,87°+ k.360°} ou {x x -36,87° + k!360°} CN T4 


3°) Ces deux familles de solutions sont représentées par deux points sur 
le cercle trigonométrique. 


4°) Dans l'intervalle [5 ; 7] 1l y a 2 solutions : 
Pour £=1 x, = Arccos(0,8) + 27= 6,9227. 
Pour &’=1 x:=-—Arccos(0,8) +27 5,6397. 


sin(x) = 0,8 
Sur une machine on lit: Arcsin(0,8) = 0,9273 (53,13°). 
Solutions (approchées) en radian : 

{x = 0,9273 + k2r7} ou {xz x—-0,9273 + k'27} 


Solutions (approchées) en degré : 
{x & 53,13° + &.360°} ou {x = 126,87° + k'.360°}. 


Ces deux familles de solutions sont représentées par deux points sur le 
cercle trigonométrique. 


Dans l'intervalle [S ; 7] il n’y a aucune solution. 


tan(x) = 0,8 
Sur une machine on lit: Arctan(0.8) = 0,6747 (38,67°) 
Solutions en radian xÆ0,6747 + kx 7 Lo 
Solutions en degré xx 36,87°+ k.180° ET 
On obtient deux points diamétralement opposés Re n oi | 
sur le cercle trigonométrique. PR PA 

5 


Il existe une solution (4 = 2) dans l'intervalle [5 ; 7] : 
x = 0,6747 + nr = 6,9579, 
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4 1°) sin(Sx) = sin(x) équivaut à : 
{5x=x+2kr) ou {5x= 7m -x+2k'xr} 
soit {4x = 2kr} ou {6x = 7 +2k’x} 


famille et 6, sommets d'un hexagone régulier, pour la 


seconde. 


Ensemble des solutions : 13 LU É + KA) k et k’ dans Z. 


2°) cos(3x) = cos(x + 60°) en degrés donne : 

{30° + 4.180} U£{ —-15° + k.90°} 

L’ensemble solution est constitué sur le cercle de 2 points pour la 
première famille et de 4 points pour la seconde. 


3°) tan(3x) = tan(x + "| ) a pour ensemble solution 


{118 + k. m2} 
ensemble représenté par 4 points formant un carré 
sur le cercle. 


S 1°) sin(3x - À) = _ 
On obtient par un calcul similaire : 


Ensemble solution : z + k. . U (2e Lp 27 | 


formé de 2 triplets en triangles équilatéraux. 


0 çostZ - Zy= V3 
2°) cos( ; =) 5 
D'abord, — - = cos(2) , Ce qui donne pour ensemble solution : 
7 + k4r} LU t- 7 + bar! 


Ici la représentation sur le cercle est trompeuse car chaque famille de 
solutions correspond à un point tous les deux tours ; ainsi 27 est solution 
alors que 0 et 4r représentés par le même point sur le cercle ne sont pas 
solutions. 


3°) tan(2 — 3x) = 3 


Ensemble solution : {- ” + k. 2} , c’est-à-dire 6 points sur le cercle. 
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6 


1°) sin’(x)=cos’(x) <  tan/(x)= 1 (en divisant par cos’ (x)) 
soit : tan(x) = |] ou tan(x)=-|I 
ce qui donne 4 points du cercle situés sur les bissectrices des axes. 


On peut écrire l'ensemble solution {z + k z} 


2°) sin(x) + cos(x)= 1 &  sin'(x)+[1-sin (x) = 1 

& 2sin(x)— 2sin (x)=0 sin (x)[l — sin (x)] = 

& sin(x)[l — sin(x)].[1 + sin(x)] = 
I y a donc trois possibilités : {sin(x) = 0 ou sin(x) = 1 ou sin(x) =-1} 
donnant 4 points solutions aux sommets d'un carré et s'écrivant : 


redkz) 


3°) tan(2x).tan(x) = 1 ou tan(2x) = Le tan(Z — X) 


tan(x) 2 
égalité de tangentes qui se résout à l'aide de 5.3. 8... 
Ontrouve: x = : + KT le TK 
Des 6 points obtenus il faut éliminer B et B' . D : DK ns 
(obtenus pour #= 1 et # = —2 par exemple). em 
En effet le premier membre de l'équation n'est M + A 
alors pas défini du fait de la présence de tan(x). Bt 


L'ensemble des solutions est l’ensemble des nombres de la forme 
LE +krl UNE +kr) 


Arcsin(0,5) = x/6 (30°) Arccos(0,5) = 7x/3 (60°) 
Arcsin(—-0,5) =-— 7/6 (-—-30°) Arccos(—0,5) = 27/3 (120°) 
Arc tan(—V3 3) =—7/3 (—60°). 


1°) Arcsin(x) = 1 ; 1 (radian) étant compris dans l'intervalle ' z.5) 


ona: x=sim(l1)#0,8415. 
2°) Arccos(y)=2; 2 ef0 ; x] donc, y = cos(2) = -0,4161. 


3°) Arctan(z) =3 Pas de solution car 3 & H d : «| | 


Si on écrit z = tan(3), on obtient Arctan(z) = 3 — x (:-0,1416) et non 3. 
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9 1°) Quel que soit xe [-1, +1], Arcsin(x) + Arccos(x) = _. (5.10) 


Posons : Arcsin(x) = u avec —7/2<u<+7/2 
et Arccos(x) = y avec 0O<v<z7 
On a alors: x=sin(u) =cos(v) ou sin(u) = sin(7/2 — v) 
Cette égalité de sinus équivaut d'après 5.2 à l’alternative : 
u=x/2-v+k.27} où {u=x-(x/2-v)+k'27} 
soit: fw=v=7/2+k27} où {u-v=7/2+k27} 
De —-72 <u<+72 et O<v< 7, la seule possibilité pour 4 est £ = 0, 
alors qu'aucune valeur de £’ ne convient. Il en résulte : 
ut+y=72 c'est-à-dire (5.10). 


Interprétation géométrique 


u = Arcsin(x) et v = Arccos(x) sont des arcs | 
symétriques par rapport à +274. … “a 
Leur somme vaut donc 772. | 
Le lecteur est invité à réaliser lui-même une 
figure avec x négatif. a 


2°) Quel que soit f positif : Arc tan(f) + Arc tan) SE (5.11) 
t étant positif les 2 arctangentes sont dans b. a 


S1 on pose Arctan(f) = u alors: f=tan(u) et : = tan(s- — u) 


Or, : —UE€E b. a comme %, donc : Arc tan() = a — U 


ce qui établit 5.11. 


3°) Dans le cas où f est négatif l'étude est identique les arcs étant cette 


fois dans H cs 9 . On obtient alors 5.12. 


10 1°) AM = 2Rcos(u) MB = 2Rsin(u) 
MH = 2Rcos(u)sin(u) AH = 2Rcos’(u) BH = 2Rsin(u) 
S = 2 AB.MH = 2R’cos(u}sin(u) 


2°) On retrouve : AM = AHAB BM =BHAB AB° = AM + MB 
AMMB = AB.MH AM.HB = MB.MH 


11 1°) L'angle en M du triangle OAM vaut aussi x puisque son complément à 
90° est l'angle en O de OAM : 
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(WMA, MO) = (OB, ON) = x 


d'où : AO = AM.tan(x) BN = OB.tan(x) 

On en tire : 

AM + BN = —4©_ + OB.tan(x) = —1 + 3 tan(x) 
tan(x) = tan(x) 


et AM+BN=A4B 


re . + 3 tan(x) = 4 
ou  3tan’(x)— 4tan(x) + 1 =0 
Cette équation du 2°"° degré en tan(x) admet pour solutions : 
tan(x) = Ï et  tan(x) = 1/3 
x étant ici un angle aigu on a deux solutions : 
= 45 et x=18,435°. 


2°) Si MN // AB alors AM = BN, c’est-à-dire 


L___ 3tan(x) ou tan) = 1/3 
tan(x) 


tan(x) = Le x = 30° 


5 


12 La distance à l'horizon est donnée par 
L = Longueur de l'arc PH= Ra 

OH __R 

OS  R+h 


R 
L=RA 
rccOS( R+ 


avec h=300m R = 6366km 
a=0,5562° Lz 61,8km 
soit environ la distance Paris-Beauvais ou encore Paris-Fontainebleau. 


Or cos(a) = 


On obtient une formule approchée en calculant SA très voisin de ÆP : 
SH = JCR + h)? = R? =V2Rh+h? = J2Rh 


soit une erreur de 1,3 mètre (Y2Rh = 61801,7m au lieu de Z + 61803m ). 


Chapitre 6 
IDENTITÉS TRIGONOMÉTRIQUES 


1 Identités fondamentales. 


sin2(a) + cos2(a) = ] 6.1 
tan g= 5Ma 6.2 
OS a 
ee = cos” (a) 6.3 
| + tan” (a) 
2 
__ sin2(a) 6.4 
l+tan°(a) 


Ce groupe d'identités permet de transformer une ligne en une autre. 
Elles sont établies au chapitre 4 83.2 et utilisées aux exercices 7 et 10 du 
même chapitre. 


Voir l'exercice 1. 


2 Développement de somme. 


2.1 Développement de sommes ou différences. 


cos(a + b) = cos(a).cos(b) — sin(a).sin(b) 6.5 
cos(a — b) = cos(a).cos(b) + sin(a).sin(b) 6.6 
sin(a + b) = sin(a).cos(b) + cos(a).sin(b) 6.7 
sin(a — b) = sin(a).cos(b) — cos(a).sin(b) 6.8 
nt be tan(a) + tan(b) 6.9 


1 — tan(a).tan(b) 
tan(a) — tan(b) 
1] + tan(a).tan(b) 


L'identité 6.6 est vue à propos du produit scalaire de deux vecteurs, les autres 
en découlent à l’aide des formules des arcs associés (chapitre 4 $5). 


tan(a — b) = 6.10 
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Voir les exercices 2 et 3. 


2.2 Arc double. 


Ces identités se déduisent des précédentes en y faisant b = a. 


cos(2a) = 2cos’(a)- 1 
cos(2a) = 1 — 2sin”(a) 
cos(2a) = cos’(a) — sin’(a) 


sin(2a) = 2sin(a).cos(a) 


tan(2a ) = _2iang = 
ÎI-tan a 


Voir les exercices 4, 5 et 6. 


3 Transformation de produit en somme. 


Ces identités se déduisent de 6.5 à 6.8 par addition ou soustraction. 


Utilisation : intégration d'un produit de fonctions trigonométriques. 


Voir l'exercice 6. 


cos(a).cos(b) = > [cos(a — b) + cos(a + b)] 


sin(a).sin(b) == [cos(a — b) — cos(a + b)] 


sin(a).cos(b) = : [sin(a — b) + sin(a + b)] 


4 Transformation de somme en produit. 
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6.11 
6.12 
6.13 


6.14 
6.15 


6.16 


6.17 


6.18 


Ces identités se déduisent des précédentes en posant : a+ b=p et a-b=3g 


pq 
2 2 
Cos(p) — cos(g) = — 2sin —— ee 5 1 sin À 
p + c ARS ee 
2 2 


P+ 
Cos(p) + cos(g) = 2cos .COS 


sin( p) + Sin(g) = 2 sin — 


6.19 


6.20 


6.21 
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sin( p) — sin(g) = 2sin ELcos 54 6.22 


Utilisation : Factorisation d'expressions trigonométriques. 


Voir les exercices 9 et 12. 


5 Transformation en expression algébrique rationnelle. 


(] na 
En posant an ) ={, on transforme des expressions trigonométriques en 


expressions algébriques qu’on obtient en combinant les identités 
fondamentales et celles relatives à l'arc double. 


In(a) : 6.23 
sin(a) = 
1+1° 
0 
cos(a) = 6.24 
Or 
tan(a) = 6.25 
@)= 
Utilisation : résolution d'équations, intégration 
Attention : changement de variable à utiliser pour — x < a < x, intervalle 


: a eee 
où an) est définie et continue. 


Voir les exercices 14 et 15. 
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Exercices 


1 


On se donne : tan(a) = 3 et on sait que —90° < a < —180°. 
En déduire sin(a) et cos(a) sans calculer a. 


Vérifier ensuite avec une machine en calculant a. 


Démontrer la formule 6.5 en changeant b en (—b) dans 6.6 : 
cos(a — b) = cosa.cosb + sina.sinb 


Démontrer 6.7 à partir de 6.6 par le changement : a : — q 


Démontrer 6.8 puis 6.9 et 6.10. 


1°) Utiliser les formules d'addition avec a=45° et b = 30° 
pour obtenir la valeur exacte de sin(15°), cos(15°) et tan(15°). 
Vérifier avec une machine. 


2°) Quelles sont les valeurs exactes de sin(75°), cos(75°) et tan(75°) ? 


1°) Utiliser les formules de l'arc double pour obtenir la valeur exacte de 
sin(15°), cos(15°) et tan(15°). 
Comparer avec l'exercice précédent et vérifier avec une machine. 


2°) En déduire d'autres expressions pour sin(75°), cos(75°) et tan(75°). 


Démontrer les formules de l'arc double 6.11 à 6.15. 


Sur la figure: OI=IM=R 

L'angle en À est droit ; on pose : 
IH=h et OM=d 

1°) Démontrer que : d =2R"+2Rh 


2°) Démontrer que l'angle & en © est la moitié de l'angle en J. 


3°) Exprimer cos(2a) en fonction de h# et À puis cos(a@) en fonction de d 
et À. 


4°) En déduire la formule 6.11. 
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7 1°) Calculer cos(3a) en fonction de cos(a). 
2°) Calculer sin(3a) en fonction de sin(a). 
Vérifier à l'aide de valeurs particulières de a. 


8 Calculer en appliquant les formules 6.16 à 6.18 : 
ST 4 DT + Sx . 
cos = cos sin sin > cos = sin > 


Vérifier à l'aide d'une machine. 
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9 1°) Démontrer l'égalité suivante en appliquant 6.19 au premier membre 


cos(80°) + cos(40°) = cos(20°) 
Vérifier à l'aide d'une machine. 


2°) En appliquant plusieurs fois 6.16 donner la valeur exacte de 


A = cos(20°).cos(40°).cos(60°).cos(80°) 


Conseil : au cours du calcul se ramener à des angles entre 0° et 90°. 


3°) Donner la valeur exacte de : 
B = sin(20°).sin(40°).sin(60°).sin(80°) 


Vérifier À et B à l'aide d'une machine. 


10 Simplifier les expressions suivantes : 


sin” a cos 2a sin 24 sin 2a 
1] — cos a 1— tan? a 1 + cos 2a | — cos 2a 


sin a + Sin 2a + Sin 3a 
COS a + Cos 2a + Cos 3a 


Conseil pour le dernier : factoriser numérateur et dénominateur à l'aide 


des identités 6.19 à 6.22 


11 Simplifier les expressions : 


À = cos(a) + cos(a + 7) + COos(a — 22). 


B = sin(a) + sin(a + 22) + sin (a — 22). 


12 Résoudre pour x € ]-n, + x] puis placer les solutions sur le cercle : 


1°) sin(x) + sin(3x) = cos(x) + cos(3x). 


2°) sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) = 0. 
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13 1° méthode de résolution d'une équation du type : acos(x) + bsin(x) = c 
On veut résoudre pour x € ]-n, + x] l'équation : 
2cos(x) — sin(x) = 1 (E) 


1°) Déterminer un nombre positif À et un nombre @ € |-1n, + x] tels que : 
Acos(x — o) = 2cos(x) — sin(x) 
Conseil : développer Acos(x — o) à l’aide de 6.6 


2°) Utiliser la question précédente pour résoudre l'équation (E). 


3°) Placer les solutions sur le cercle trigonométrique. 


14 2°" méthode de résolution de l’équation : acos(x) + bsin(x) = c 
toujours appliquée à : 2cos(x)-sin(x)= | (E) 


1°) Faire dans (E) le changement de variable tan = = { 


pour obtenir une équation du second degré en £ 
2°) Résoudre l'équation en f. 
3°) En déduire les solutions en x. 


Comparer avec l'expression des solutions obtenues à l'exercice 13. 


15 Appliquer les méthodes vues aux exercices 13 et 14 pour résoudre 
1°)  cos(x) + sin(x)= I. 


2°)  cos(x) — NE) sin(x) = —1. 
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Corrigés des exercices 
1 D'après 6.3 et 6.4 : 


2 ] ] 2 tan” (a) 9 
COS(O) re —, CE SN) ee 
(a) l+tan/(a) 10 (a) l+tan/(a) 10 


Dans le quadrant IIT, —90° < aq <—-180°, sinus et cosinus sont négatifs : 


Vérification : az—-108°,43 cos(a)=-0,3162 sin(a) = -0,9487. 


2 Le changement de b en (—b) dans 6.6 change : 
cos(b) en cos(—-b)=cos(b) et sin(b)en sin(-b)=-sin(b) d'où 6.5 


Remplaçons a par É — a) dans 6.6, nous obtenons : 


cos(+ —-a—-b)= cos(+ — a ).cosb + sin( + — a ).Sinb . 
La formule de symétrie par rapport à la 1°" bissectrice (chapitre 4) donne 
bien 6.7: sin(a + b) = sin(a).cos(b) + cos(a).sin(b). 


6.8 s'obtient par le changement de b en (—b) dans 6.7. 


3 1°)cos(15°) = cos(45°— 30°) = cos(45°).cos(30°) + sin(45°).sin(30°) 


cos(15°) = . FER V2 L _ V6 + V2 
2 NS 4 
De même à .. de sin(a — b) = sina.cosb — cosa.sinb, on obtient 


sin(15°) = CR 


o = Sin(s°) _ 6-2 _, 
ASE 5e = Je 2 V3. 


2°) 75° et 15° étant complémentaires, on a : 


V6 - 2 


sin(75°) = cos(15°) = ELA cos(75°) = sin(15°) = : 


6 


et tan(75°) = “R . 50) — 
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4 1°) De cos(30°)= 2.cos’ (15°) — 1, on tire : cos(15°) = se 


\V2:43 


et, après réductions : cos(15°) = fer nus 


Re , 1 suffi 


Pour se convaincre que cette expression équivaut à t de 


comparer leurs carrés. 
La vérification avec une machine donne : cos(15°) = 0,965925826.. 


sin(15°) = … tan(15°) = 2 - V3. 


2°) 75° étant complémentaire à 15°, on en déduit : 


sin(75°) = V2 V3 cos(75°) = Eh LI tan(75°)= 2 + NES 


de même : 


S Faisant a = b dans  cos(a + b) = cosa.cosb — sina.sinb, on obtient : 
cos(2a) = cos’a — sin’a 
En utilisant l'identité fondamentale cos’a + sin’a = 1, on tire : 
cos(2a) = 2cos’a- 1 et également : cos(2a) = 1 — 2sin?a 


Faisant a = b dans sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb, on obtient : 
sin(2a) = 2sina.cosa. 


6 1°) Les triangles OHM et IHM étant rectangles, on a : 
OM=OH+HM et HM =IM -IH 
Soit: d =(R+h)ÿ + R°-H 
Après développement et réduction : 

d =2R° +2Rh 


TT | 
O R 1 h H 


2°) Le triangle OJM étant isocèle, les angles en © et M sont égaux ; leur 
somme, 2&, a pour supplémentaire (70, IM) : (IH, IM) vaut donc bien 2a. 


3°) Dans ZHM,  cos(2a)= Ld et dans OHM, cos(a) = bd 
d | h = d” 
r d'après le 1°), SR 


2 
| d 

ce qui donne : CoS(2@&) = —— — | et COS(G) = —. 
L (a) 2R° (@) 2R 
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7 


4°) On vérifie bien que : cos(2a) = 2cos’a -1. 


1°) cos(3a) = cos(2a + a) = cos2a.cosa — sin2a.sina d'après 6.5 

cos(3a) = (2cos’a — 1).cosa — (2sina.cosa).sina 6.11 et 6.14 

cos(3a) = 2cos’a — cosa — 2sin/a.cosa 6.11 et 6.14 

Remplaçons maintenant : sin’a par (1 — cos’a }) à l’aide de 6.1 : 
cos(3a) = 4cos’a — 3cosa. 


2°) De même : sin(3a) = 3sina — 4sin°a. 


Appliquons la formule 6.16 au premier produit : 


cos . cos = = [cos(27 + ge + cos( 27 — vil 
COS 7 COS Ë = 210) + co) | _ (0 + : ] 
soit: cos . cos dr: de la même façon, 
sin 27 sin = à partir de 6.17 
cos ” sin : = 2 5 d'après 6.18. 


1°) D'après 6.19 : cos(80°) + cos(40°) = 2cos(60°).cos(20°) 
or cos(60°) = 0,5, d'où : 

cos(80°) + cos(40°) = cos(20°). 

2°) D'après 6.16 : 

cos(20°).cos(80°) = à [cos(100°) + cos(60°)] 
cos(40°).cos(60°) = : [cos(100°) + cos(20°)] 

À s’écrit donc : 


A= T {cos (100°) + cos(60°)].[cos(100°) + cos(20°)] 


À = —[cos”(100°) + cos(60°).cos(100°) + cos(100°).cos(20°) + 


cos(60°).cos(20°)] 
Appliquons à nouveau 6.16 à chacun des produits : 
A= : {[1 + cos(200°)] + [cos(160°) + cos(40°}] + [cos(120°) + cos(80°)] 


+ [cos(80°) + cos(40°)]} 
mais cos(200°) = cos(160°) = —cos(20°) et cos(120°) = — 0,5 


J 
4 
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Après réductions : À = : [1 — 2cos(20°) + 2cos(40°) + 2cos(80°) — 0,5] 
En utilisant la première question : À = 


3°) B se calcule de la même façon: B= —. 


sin? a | — cos” a _ (1—-cosa)(l + cos a) 


10 e ——— =]+çcosa 
I—cosa I-cosa Ï—-cosa 
2 2 
8 nr = STE = cos” a à l'aide de 6.13 et 6.2. 
Îl—tan a cos a-sin a 
cos” a 
e —SN2a _2SMACOSA Lin, à l'aide de 6.14et 6.11. 
1] + cos 2a 2 cos” a 
e —Sinza _2SNacosa _ _ 1 ; jaide de 6.14 et 6.12. 
1] — cos 2a 2 sin’ a tan a 
e De 6.21 on tire d'abord : sina + sin3a = 2sin(2a).cos(a) 
factorisons sin(2a) : sina + sin2a + sin3a = sin(2a).[2cos(a) + 1] 
par utilisation de 6.19 : cosa + cos2a + cos3a = cos(2a).[2cos(a) + 1] 


sin a + sin 2a + sin 3a 


= tan(2a). 
COS a + Cos 2a + cos 3a (2a) 


en divisant ces expressions : 


11 Développer cos (a + 2E) et cos (a — E) à l'aide de 6.5, puis tenir 


compte que cos(£E) | , On trouve alors : 


2 
À = 0. 
De même, B = 0. 


12 1°) Pour résoudre l’équation :  sin(x) + sin(3x) = cos(x) + cos(3x) 
on factorise chaque membre en utilisant les identités 6.19 et 6.21 : 
sin(x) + sin(3x) = 2sin(2x)cos(x)  cos(x) + cos(3x) = 2cos(2x)cos(x) 
L'équation devient alors : 2sin(2x)cos(x) = 2cos(2x)cos(x) 
et en factorisant cos(x) : [sin(2x) —- cos(2x)].cos(x) = 0 
1% possibilité cos(x)=0 donc x= 5 + kx 

2°" possibilité sin(2x) = cos(2x) ou tan(2x)= 1 


soit dans KR : 2x = + kx ou x= + 


Dans l'intervalle |-x, + x] cela fournit 6 solutions : 
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(22,2; rie) 
8 2: 8 8 28] 

2°) Pour  sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) = 0 

on factorise :  sin(2x) + sin(4x) = 2sin(3x)cos(x) (voir 6.21) 
puis sin(6x) = 2sin(3x)cos(3x) (voir 6.14) 
l'équation devient : 2sin(3x)[cos(x) + cos(3x)] = 

ou à l'aide de 6.19 : 4sin(3x).cos(2x).cos(x) = 0 

Le produit étant nul, un des 3 facteurs est nul : 

sin(3x) = 0 ou cos(2x) = 0 ou cos(x) = 0 

ceci donne 12 solutions dans ]-n, + r|: 

37, 2%, 1.7 


13 Résolution de 2cos(x) — sin(x) = 1 (E) 


1°) Déterminons À > 0 et o € ]-n, + x] tels que : 
Acos(x + @) = 2cos(x) — sin(x) 
Acos(x + @) = Acos(op)cos(x) — Asin(@}sin(x) d’après 6.5 
On a donc:  Acos(w)=2  Asin(@)=|l 
On déduit À par due" des carrés ” =22+17=5 4=VJ5 


et pour o: cos(@)= et sin(é)=—— donc we [0° ; 90°] 
F F 

On trouve : 6=26°,565 (valeur exacte en radians 6 = Arccos( —— + )) 

Conclusion : 2cos(x) — sin(x) = NE cos(x + ©) quel que soit x. 

he 

V5 


On en tire : x+p=+ Arccos(—L } + k27n dans R 


Vs 
c’est-à-dire deux solutions dans |-nx, + r| 
2 l 
X1 = —Arccos( —— ) + Arccos( —— ) 
V5 V5 


En degrés : x, = 36°,87 x = —90°. 


2°) (E) devient : cos(x + o) = 


X2 = —Arccos(—— ) — Arccos( 


Fe F 


Remarque concernant l'écriture des solutions 
Les solutions peuvent s'écrire de bien des façons ; montrons qu'ici x; vaut 
exactement —90°. 


sin(@) = 7 équivaut à cos e — D) = 


V5 5” 
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7. l TT 
c’est-à-dire : Arccos(—— ) = — — @ ; 
J5 2 
on a donc bien x; =-— @ — Gé — D) = — À exactement, alors que : 
X! ù — 20 


En résumé x; ” — TT a, --—, 


NE 2 


3°) On obtient deux points sur le cercle 
trigonométrique. x: 


X2 


14 Dans (E), 2cos(x) — sin(x) = 1, posons maintenant tan = 1 
1°) D'après 6.23 et 6.24 si t cos(x) . 
°) D'après 6.23 et 6. SIN(x) = et cos(x) = 

Fe SORT EE 1+1° 
_— me Lt 21 
S'OCEIL 2 — 
1+1° 1+1° 


ou encore 2(1-#)-21=1+f | 
test donc solution, s'il y en a, de l'équation du 2°”° degré : 


38 +21-1=0. 


2°) Le discriminant réduit étant positif (1l vaut 4), cette équation admet 2 
solutions : f1 = : {> = —1, 
3°) On a à résoudre : tan et tan = —] soit: 


x1 = 2 Arctan( + ) (362,87) x = 2Arctan(-1) = | z) _ ne (90°) 


L'utilisation d'une machine confirme l'identité des solutions obtenues 
entre cet exercice et le précédent. 


Ce calcul montre aussi que des écritures différentes peuvent masquer des 
solutions identiques. 
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15 1°) cos(x) + sin(x)= 1 
La seconde méthode où l'on pose tan = t conduità ”-1=0 
avec 2 solutions : #, =0 =] 


et pour x : X1=0 x= : dans l'intervalle ]-x, + x]. 


2°) cos(x) — NE sin(x) =-] 
On se ramène à Acos(x + o) =-I 
en prenant Acos(o) = 1 Asin(@) = V3 (se reporter à l'exercice 13) 
d’où : 4°cos’ (@) + 4’sin° (p=1+3=4 soit: 4=2. 
V3 7 


TT 
) 


L’équation devient : cos(x + . = > OU: COS(x + : — cos(£Æ 


ce qui donne dans |-n, + rl: {x1=7; x= : le 


Le lecteur est invité à vérifier que la seconde méthode ne semble ici 
donner que la solution x, : il en est ainsi chaque fois que x = rest 


solution puisque alors tan = n'est pas défini. 


Chapitre 7 
VECTEURS 


En Physique, on distingue les grandeurs scalaires caractérisées par un 
nombre, comme la masse d’un objet ou la température, des grandeurs 
vectorielles qui nécessitent en plus d’un nombre, la connaissance d'une 
direction et d'un sens : c'est le cas, entre autres. de la vitesse d'un mobile, 
d'une force ou d'un champ électrique 


1 Vecteurs liés à une origine et vecteurs libres. 


1.1 Le bipoint ou vecteur lié. 


Le bipoint (A, B) est caractérisé par une origine À et une extrémité B. 
Le physicien parlera plutôt de vecteur lié à À ; on le note 4B. 


On le caractérise aussi par : 

e son origine À, 

e sa direction, celle de la droite (AB), 

° son sens, celui de À vers B (origine 
vers extrémité), 

AB 


e sa norme, notée , le nombre 


mesurant la longueur 4B. 
Fig. 1 Vecteur lié au point 4 


Exemple. 


Un objet mobile et assimilable à un point M décrit une trajectoire 7. A 
chaque instant, le vecteur vitesse affecté à ce point mobile possède les 
caractéristiques d’un vecteur lié. 


Origine : le point M. 

Direction : tangente en M à T. 

Sens : celui du mouvement de M. 
Norme (ou intensité) : valeur numérique 
de la vitesse en m/s. 


Fig. 2 Vecteur vitesse de M 
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1.2 Vecteur libre. 


Dans la plupart des cas, la grandeur vectorielle à représenter n’a pas 
d’origine fixée. C'est alors un vecteur libre caractérisé 
e une direction 

° unsens 

e une norme (sa longueur) 

Un vecteur libre est représentable par tout 
vecteur lié de direction, sens et norme 
donnés mais d'origine quelconque. 


Exemple de vecteur libre. 


En chaque point du condensateur C règne 


un champ électrique uniforme E. 

Ce champ est un vecteur libre 
représentable par un vecteur lié à 
n'importe quel point de C. 

Les 3 vecteurs liés de la figure 4 Fig. 4 Le champ électrique dans 


représentent le même vecteur libre E. un condensateur. 


1.3 Vecteur nul et vecteur opposé. 


ee 


Un vecteur lié 44, dont origine et extrémité sont confondus, représente le 
vecteur libre nul, noté 0. 


po 2 a 


Le vecteur opposé à u = AB est un vecteur tel que BA : on le note — %. 


Fig. 5 Opposé d'un vecteur 


Deux vecteurs opposés ont donc : 
e même norme, 

e même direction, 

e mais des sens opposés. 
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1.4 Equipollence et égalité de vecteurs. 


Deux vecteurs liés sont équipollents s'ils représentent le même vecteur libre, 
c’est-à-dire s'ils ont mêmes direction, sens et norme. 
Ainsi, les trois vecteurs liés de la figure 4 sont équipollents. 


Si 4B et CD sont équipollents, les 
segments [4B] et [CD] ont même 
longueur et sont parallèles ; autrement dit 
la figure ABDC est un parallélogramme. 


On a donc le critère 7.1 : Fig. 6 Parallélogramme 4ABDC 


AB est équipollent à CD si et seulement si ABDC est un 
parallélogramme. 7.1 


Remarque sur équipollence et égalité. 


On confond souvent le vecteur lié 4B avec le vecteur libre qu’il représente ; 
par exemple dans 7.1, on écrira “ 4B est égal à CD ” au lieu de “ 4B est 


équipollent à CD ”. 
Cette ambiguïté s'avérant peu gênante, le mot “vecteur” sans autre précision 
désigne implicitement, dans la suite de ce livre, un vecteur libre. 


Voir l'exercice 1 pour travailler sur vecteurs liés et vecteurs libres. 
2 Somme et différence de vecteurs. 


2. 1 Somme de vecteurs libres ; relation de CHASLES. 
Premier procédé pour définir la somme (ä + ÿ) (figure 7). 


On représente # par AB et ÿ par BC "au bout de" à : 


AC représente alors leur somme : # +v = 4B + BC = AC 


Fig. 7 Mise bout à bout de # et v 
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Second procédé pour définir la somme (5 + ÿ) (figure 8). 


Fig. 8 Les deux vecteurs et leur somme ont même origine 


On représente # et v par ABet AD de même origine. 
La diagonale du parallélogramme 4BCD construit sur # et v est la somme 


deux vecteurs : ü+5= AB+ AD = AC 


L’équivalence entre les deux procédés résulte de l’équipollence de 
AD et BC. 


La première définition correspond à la relation de CHASLES : 
Quels que soient 4, B et C, AB + BC = AC 7.2 


En vue de remplacer un vecteur quelconque par une différence de vecteurs 
de même origine (voir application 5.1), on utilise souvent la relation de 
CHASLES sous la forme 7.3, 


Quels que soient 4, B et C, BC = AC - AB 1.3 
Dans 7.3 le point À est choisi arbitrairement pour origine commune des 
vecteurs : BC est remplacé par : “extrémité C” — “origine B” 
2.2 Propriétés de la somme. 


On démontre que la somme vectorielle possède les mêmes propriétés que la 
somme des nombres réels : 


e Associativité (u+v)+w=u+(v+w) 7.4 
e Commutativité U+V=V+u 7.5 
e Le vecteur nul est élément neutre %+0=% 7.6 
e Existence de l’opposé ä+(-ü)=0 7.7 


2.3 Différence de deux vecteurs. 


La différence se ramène à la somme de l'opposé : 
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Ainsi (figure 8) la différence u —- y = AB - AD 


s'écrit : u —v = AB + DA 
et par application de Îa relation de CHASLES : 
u — v = DB. 


Attention au sens dans lequel est effectuée la différence : 
v —u = BD. 


Etudier les exercices 2 et 3. 
3 Multiplication d'un vecteur par un nombre. 


3.1 Définition. 


Le produit du réel 4 par le vecteur non nul % est le vecteur XY tel que : 
e ku a même direction que # u 
e kuest: de même sens que # si k>0 

de sens contraire si & < 0. 
e la norme de Àu est égale au produit de 


celle de # par la valeur absolue de k. 
Si = 0 alors Où =0 Fig. 9 Vecteurs colinéaires 


Deux vecteurs non nuls ayant même direction, tels que # et Au , sont appelés 

des vecteurs colinéaires. 

Attention : des vecteurs colinéaires ne sont pas nécessairement de même 
sens (4 et -24 de la figure 9, par exemple). 


Voir l'exercice 4. 


3.2 Combinaison lineaire de vecteurs. 


La combinaison de la somme et de la multiplication par un nombre est 
appelée une combinaison linéaire. 


nt —— 
Par exemple, 2u — 3v + 7 est une combinaison linéaire des vecteurs 
u,v et w. 
Plus généralement x.u + y.v + z.w où x, y et z sont des réels quelconques est 
l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires entre %, v et w. 


Chercher les exercices S et 6. 
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4 Repérage des points et des vecteurs. 


Repérer des points ou des vecteurs, c'est se donner un moyen de les situer 
sans ambiguïté à l'aide d'un système de nombres appelés "coordonnées du 
point" ou "composantes du vecteur". 


4. 1 Repérage de points et de vecteurs sur une droite. 


Un axe (voir chapitre Introduction, $3.3), permet le repérage des points, 
mais aussi des vecteurs à partir de deux éléments (voir figure 10) : 

e un point À, origine de l'axe, 

° un vecteur non nul ? = Ol qui fixe l'unité et le sens de l'axe. 

Le repère de la droite est noté(O, i) ; i est appelé le vecteur unitaire de 
lPaxe. 


Fig. 10 Chaque point a une abscisse, chaque vecteur une composante. 


Abscisse d'un point ; composante d'un vecteur. 


L’ abscisse x d’un point M de l'axe est déterminé par la relation vectorielle 
OM = xi 
En particulier, O a pour abscisse 0, Z a pour abscisse 1. 


La composante du vecteur AB est la différence X = (xg — x41) des abscisses 
de B et À ; la relation de CHASLES 7.3 entraîne : 


AB=OB-OA=(x, -x,)i=Xi 7.9 


Par exemple, sur la figure 10, le lecteur vérifiera que le vecteur AB à pour 
composante À = -4,5. 


4.2 Repère du plan. 


Pour se repérer dans le plan, on choisit : 

e une origine ©, 

e deux vecteurs non colinéaires (à, j) qui définissent les vecteurs unitaires 
de deux axes non parallèles. 


Plaçons alors (figure 11), I et J tels que : OI =iet OJ = Ï. 
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Fig. 11 Coordonnées de M et composantes de AB 


On repère un point A du plan par ses projections parallèlement aux axes : 
le point P sur l'axe (O, i), OP = xi 

le point Q sur l'axe (O, j), O9 = y.j 

OPMOQ étant un parallélogramme, OM = OP + OO ; on a donc : 


OM = Xi + y 7.10 


Pour repérer un vecteur AB d'origine A(x4 y4) et d'extrémité B(xs, y) on 
utilise la relation de C'HASLES : 


AB =OB - OA = (xx — x4)Ï + (Y» — V4).j 7.11 


Le lecteur vérifiera que le vecteur AB de la figure 11 est donné par : 
AB = —6i -5j 


Vocabulaire 


Les nombres x et y dans 7.10 sont appelées respectivement l’abscisse et 
l’ordonnée de M. 
Le couple (x, y) est à la fois : 


e le système de coordonnées de M dans le repère (0, i, j) k 


e le système de composantes du vecteur libre représenté par OM. 

De même (-6, -5) constituent les composantes du vecteur AB de la figure 
11. 

4.3 Repère de l'espace à trois dimensions. 


La généralisation aux points et vecteurs de l'espace est immédiate. 
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Un repère (O,i,j,k) est constitué : 
e d'une origine O, 


e de trois vecteurs (i,/j,k) non coplanaires. 


Fig. 12 Coordonnées de M. 


Les projections d'un point M sur les axes se font selon un parallélépipède de 
diagonale OM, ce qui donne la décomposition : 


OM =OP +00 +OR ou 


OM = xi + yj + zk 7.12 
les nombres (x, y, z) étant à la fois les coordonnées de M et les composantes 
du vecteur libre OM. 

Les composantes d’un vecteur AB d'origine A(x4, y4, z4) et d'extrémité B(x», 


yB Z8) Sont : 


AB =(xx — x )E + (Ve — VA).] + (z» —24)k 7.13 


4.4 Repère orthonorme. 


Le plus souvent, nous utiliserons des repères orthonormeés, caractérisés par : 
e des vecteurs de base orthogonaux entre eux : 


iLj,jLA kLi 
e des vecteurs de base de norme égale à l'unité de longueur : 
F=-11=-14= 


Il en va de même dans le plan en raisonnant sur (i, j). 
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5 Applications. 


5.1 La relation de CHASLES. 


Voyons sur un exercice comment utiliser la relation de CHASLES (7.3) 
AB = OB - OA 
pour rapporter tous les vecteurs à une même origine. 


Exercice traité 
À, B, C et D étant 4 points quelconques et M le point défini par l'égalité 


vectorielle : CM - MD + AB = AM - BC 
Situer M par rapport à 4, B, C'et D. 


Solution 
Utilisons À comme origine commune, l'égalité devient : 


(AM - AC)-(AD - AM)+ AB = AM - (AC - AB) 
soit : 2AM — AC - AD + AB = AM - AC + AB 
Simplifions : AM = AD 
Le point M est donc confondu avec D. 


5.2 Théorème de THALES sous forme vectorielle. 


Ce théorème (voir les propriétés 2.9 et 2.10) s'exprime plus simplement avec 
les vecteurs : 


Si OM=KkOA et ON =Kk.OB alors MN = k.AB 7.14 


Exercice 
Démontrer le théorème de Z'HALES. 


Solution 
D'après la relation de CHASLES et nos 
hypothèses : 


MN = ON - OM = kOB - kOA 
Or OB - OA = AB 
Donc: MN = Kk.AB 


Fig. 13 Théorème de Thalès 


Cette relation vectorielle entraîne à elle seule : 
e l'égalité du rapport MN/4B aux rapports OM/O4 et ON/OB, 
e le parallélisme des droites (MN) et (AB). 


5.3 Milieu d'un segment. 


On peut caractériser le milieu d'un segment par la relation vectorielle, 
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I milieu de AB +  IB+14=0 7.15 


Exercice 
I étant le milieu de 4B, démontrer que VM, MB + MA = 2MI 7.16 


Solution 
Construisons D tel que 
MD = MB + MA 
MADB étant un parallélogramme, ses 
diagonales se coupent en leur milieu. 
MD admet donc aussi Z pour milieu et : 
MD = 2MI 
ce qui établit 7.16. 


Fig. 14 Zest milieu de MD. 
Chercher l'exercice 7. 


5.4 Barycentre d'un triangle. 
Le barycentre' des points (4, B, C) est le point G défini par : 


GA+GB+GC=0 7.17 


Exercice 
Démontrer que G n'est autre que le point de concours des médianes de ABC 
et qu'en outre G est au tiers de chaque médiane à partir de la base. 


Solution 
Soit M le milieu de BC ; d'après 7.16, 


GB +GC =2GM 
7.17 devient : G4+2GM = 0 


Appliquons la relation de CHASLES en 
choisissant A7 comme origine commune : 


(MA - MG) - 2MG = 0 
Où : MA = 3 MG Fig. 15 Barycentre d'un triangle 


Cette relation exprime à la fois 
e l'alignement de G sur la médiane AM, 
e et la position de G au tiers de la médiane AM à partir de M 


! Le barycentre en géométrie correspond, en mécanique, à la notion de centre de 
gravité. 
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La démonstration est valide pour les médianes issues de B et de C : G est 
donc aussi au tiers de la médiane BN à partir de N et au tiers de la médiane 
CP à partir de P : les trois médianes concourent donc bien en G. 


Chercher les exercices 8 et 10 
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Exercices 


1 4, B, Det C'sont les sommets d'un parallélogramme. À B 
1°) Combien peut-on former de vecteurs liés avec 
ces 4 points ? Donner leur liste. 


2°) Combien peut-on former de vecteurs libres ©? 


Donner leur liste. o 
2 Dans l'exercice précédent on pose # = AB et ÿ = AC 
Exprimer les 9 vecteurs libres trouvés à l'aide de % et v. 
3 Cette figure comporte 5 points ©, 4, B, C'et D. B C 
1°)Construire les points M et N tels que : 
OM = AB+CD et ON = -AD + BC : 


2°)Démontrer que O est le milieu de MN. 


4 Etant donnés deux points distincts À et B : 
1°) Placer M et N'tel que : AM -— AB et AN = _3AB 


2°) Placer P tel que : PA+3PB = 0 
3°) Exprimer MN en fonction de AB. 


5 4, B et C sont trois ois points fixes non alignés. On considère les 3 vecteurs : 


u = AB + AC + BC v = AB + CA + BC w = AB+2CB+ AC 
1°) Construire des représentants de ces vecteurs. 


2°) Exprimer ces vecteurs à l'aide de AB et de AC uniquement. 


Puis à l'aide de AB et de BC uniquement. 


6 Soit un triangle ABC ; construire le point D tel que : AD =2AB - AC 


Construire E tel que : BE = BA- AC. 
Construire F, symétrique de D par rapport à À. 
Montrer que DEFC est un parallélogramme. 
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7 Jest défini par rapport aux points À, B, Cet D par : 


IA + 1B + IC + ID = 0 
Démontrer que 7 est le milieu du segment joignant les milieux de 4B et 
CD. 


8 (G étant le _barycentre du du triangle ABC, démontrer que quel que soit le 
point M : MA + MB + MC = 3MG. 


9 Les points M, N et P sont définis à partir des points 4, B et C par les 
relations : 


AM = + AË BN = + BC CP = C4 


1°) Exprimer les vecteurs AM, AN et AP dans le repère (4, AB, AC). 
2°) Calculer MN et MP dans ce repère. 


3°) En déduire l'alignement de M, N et P et préciser la position de P sur 
MN. 


10 1°) Placer dans un repère (O, i, j) du plan, les points 
AG3,5) B(4,0) C(-1,—2). 
et construire le barycentre G de ABC. 
2°) Calculer les coordonnées de G (utiliser l'exercice 8). 
3°) Après comparaison des deux procédés écrire la formule générale 
donnant les coordonnées de G en fonction des coordonnées des 3 points : 
A(X4; V4), B(x3, ya) et Cxc, Yc). 


11 Soit ABC un triangle, O le centre du cercle circonscrit à ABC, H 
l'orthocentre du triangle, G son barycentre et D le point diamétralement 
opposé à À sur le cercle circonscrit. 
1°) Démontrer que BHCD est un parallélogramme. 


En déduire la relation : AD = HB + HC. 
2°) Démontrer ensuite que : HA + HB + HC =2H0. 


3°) En déduire que : OH =306G. 
Comment G est-il situé par rapport à O et H? 
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Corrigés des exercices 


let 2 1°)Il y a 16 (4 x 4) bipoints ou vecteurs liés : 
(4, À) (4, B) (4, ©) (4, D) 
(B, À) (B, B) (B, C) (B, D) 
(C, 4) (C, B) (C, ©) (C, D) 
(D, À) (D, B) (D, ©) (D, D) 


2°) Ces bipoints conduisent à 9 vecteurs libres distincts : 


le vecteur nul 0 représenté par AA (ou BB ou CC ou DD) 
les vecteurs u = AB (ou CD) et v = AC (ou BD) 
leurs opposés - à = BA 4 (ou DC ) et —v = CA (ou DB) 
les sommes ü+5= AD et -ü-v = DA 
les différences ü-5=CB et -ü+v= BC 
3 1°) La construction par "mise bout à bout" B C 
suggère que O est le milieu de MN. 
(pour ON mettre bout à bout DA et BC D À 
D —————— #9 ——— "à 
2°)Prouvons-le : N O M 


OM + ON = (AB + CD) + (- AD + BC) 


OM + ON = AB + CD + DA + BC = AB + BC + CD + DA =0 
par application de la relation de CHASLES. 


4 Se donner 4 et B, c'est se donner un axe (4, AB) : À a alors pour abscisse 
0 et B pour abscisse (+1). 


N ÀA M P B 
dd = à) 
—3 —2 — | (0 ] 


1°) AM = + AB : Mest le milieu de 4B, donc d'abscisse 0,5 sur l'axe. 


AN = -3A8B : N'est à l'abscisse —3. 
2°) PA+3PB=0 ou d'après la relation de CHASLES basée sur À : 
— AP + 3(AB — AP) = ( 
Soit: 348 = 44P ou AP = 0,754B 
P est donc aux 3 quarts de 4B à partir de À. 
3°) MN = AN - AM - (—3 — 0 5)AB = —3, 5 AB. 
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5 On transforme les relations en faisant apparaître des vecteurs d'origine À : 


u = AB + AC + BC = AB + AC + (AC - AB) u = 2AC 

v = AB + CA + BC = AB — AC + (AC — AB) v = 0 

w = AB + 2(4B - AC) + AC w = 3AB - AC 
A l'aide de AB et de BC , il suffit de remplacer AC par AB + BC : 

u = 2AB + 2BC y =0 w = 2AB - BC 


6 Le quadrillage sur AB et AC facilite la 
construction. Pour D, directement 


AD =24B - AC 


pour E, BE = BA — AC équivaut à Ey eo À. | 
ARE PR SE j 
et pour F, opposé de D par rapport à 4, : 


AF = -2AB+ AC a °F 
Onentire DÉ = AE - AD = -2AB et de même : 
CF = AF — AC = -24B 
Soit DE = CF ce qui prouve que DEFC est un parallélogramme. 


7 IA+1B + IC + ID =0 
Soit M le milieu de 4B ; d'après 7.16 : 
IA + 1B = 21M 
de même, NV étant le milieu de CD : IC + ID = 2IN Ci, 


L'égalité donnée équivaut donc à : IM + IN = Ô N 
ce qui prouve que J est le milieu de MN. A 


Le rôle symétrique joué par les lettres 4, B, ,C'et D montre que J est aussi 
le milieu du segment joignant les milieux de AC et BD ou encore les 
milieux de 4D et BC. 


8 G barycentre de ABC GA+GB+GC =0 d'après 7.17 
D'après la relation de CHASLES (7.2) : 


MA + MB + MC = (MG + GA) + (MG + GB) + (MG + GC) 
soit : MA + MB + MC = 3MG 
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9 1°) Directement, AM = AB 
Appliquons la relation de C'HASLES 7.3 aux deux autres relations : 
AN — AB = (AC — AB) d’où : AN = + AB + + AC 
AP — AC = -+ AC AP = £ AC 
2°) MN = AN - AM = -£ AB + © AC 
WP-7P-AM--17+ 270 


3°) Par comparaison MP = = MN 


La colinéarité des vecteurs MP et MN prouve à la fois l'alignement des 
points M, Net P et précise la position de P au milieu de MN. 


10 1°) G est le point de concours de deux des médianes de ABC, celles 
issues de B et de C par exemple. 


2°) D'après l'exercice 8 : 

OA + OB + OC = 30G 

ce qui fournit les coordonnées de G 
xc = 16 4 C1) = 


Ye = +6 +0+(-2))=1 


3°) De façon générale, la relation OG = - (4 + OB + oc) donne par 


projection sur les axes : 
J 


] 
XG = 3 + Xp + Xc) 


1 
YG “a 0 + YB + Ye) 
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11 1°) BH étant hauteur, est perpendiculaire à AC (voir figure). 
ACD étant inscrit dans un demi-cercle de diamètre AD, l'angle (CA, CD) 
est droit : CA est donc également perpendiculaire à AC. 
En conclusion, BH et DC sont parallèles. 
Comme il en va de même pour CH et BD, BHCD est un parallélogramme 


de diagonale [AD] : HD = HB + HC 
2°) O étant le milieu de AD, on a d'après 
7.16: HA + HD = 2H0O 

et compte tenu de la première question, 

HA + HB + HC = 2HO 

3°) D'après l'exercice 8, 

HA + HB + HC = 3HG 

On a donc : 2H0 = 3HG 

ou encore en se ramenant à des vecteurs 
d’origine O, — 20H - 3(0G — OH), 
finalement : OH = 30G 

G est donc situé au tiers de OH à partir de ©. 
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PRODUIT SCALAIRE 
PRODUIT VECTORIEL 


1 Produit scalaire de deux vecteurs. 


1.1 Définition du produit scalaire. 


Le produit scalaire de deux vecteurs libres 4 et v est le nombre défini par : 


UV = Nail v].cos(#, v) 8.1 


Fig. 1 Le produit scalaire u V 


Dans 8.1, le produit |v].cos(&, v) mesure la projection de y sur # ; ceci 
permet d’exprimer le produit scalaire à l’aide de mesures algébriques. 
1.2 Le produit scalaire, produit de mesures algébriques. 


On appelle mesure algébrique du segment [AB1 d’un axe, le nombre : 
AB=Xx,;-xX, 


Par exemple, sur la figure 2, on lit AB = -8 


B O À 
ST LT ST T1 tt 
5 20. 405,1 6 


Fig.2 AB=x, -x, =(-2)-(+6)=-8 
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La mesure algébrique AB, c’est aussi la longueur AB affectée : 
e du signe "+" si l'axe est orienté de 4 vers B, 
e du signe "—" s’il est orienté de B vers À. 


Revenons au produit scalaire de OA =à par OB=5ÿ ; Sur la figure 3, pour 
mesurer les projections, on a introduit un axe portant OA , l’unité étant celle 
utilisée pour la mesure des longueurs || et |v|. 
H étant la projection de B et l’axe orienté de O vers 4, on a : 

I] = OA et Iv].cos(#, v) = OA, 


par conséquent,  4.v = OA.OH 


l 


Unité de Tongueur 


Fig.3 4.5 = OA.OH = 10 x 6 = 60 


Le choix du sens de l'axe n'influence pas le produit, puisqu'en l'inversant 


OA et OH changent tous deux de signe. 
Ainsi, en orientant l'axe de À vers ©, on aurait aussi : 


OA.OH =(-10).(-6) = 60. 
En conclusion, quel que soit le sens choisi pour lPaxe, 


0A.OB = OA.OH 82 


Etudier les exercices I et 2. 
1.3 Exemple : travail d'une force en déplacement. 


Une force constante F agit sur un point 
mobile M se déplaçant sur le segment 4B. 
Son travail s'exprime par le produit 
scalaire : 


F.AB ou [Flcos24B 


Si la force est exprimée en Newton (N) et Fig. 4 Travail d'une force 

la longueur en mètre, le travail est en joule (J). 

Ce travail représente la consommation d’énergie de la force pendant le 
déplacement 4B. 


Produit scalaire et produit vectoriel 145 


Cette notion est d’un usage courant en physique. 


1.4 Signe du produit scalaire ; vecteurs orthogonaux. 


Le signe du produit scalaire est fourni, sur la formule 8.1 par le cosinus de 
l’angle des vecteurs et sur 8.2 par le sens relatif des projections. 
Plus précisément : 


e u.v est positif si l'angle (4%, v)est aigu ou si OAet OH sont de même 
sens (comme sur la figure 1). 
e uv est négatif si l'angle (4%, v)est obtus ou si OAet OH sont de sens 


contraire (voir figure 5). 
e u.y = 0 si les deux vecteurs sont orthogonaux ou si l’un d’eux est nul. 


Fig. 5 L’angle (4,v) étant obtus, z.v est négatif. 


Chercher l'exercice 3. 


1.5 Propriétés algébriques. 


On démontre les propriétés suivantes : 

e Le produit scalaire est commutatif : uv = Vu 8.3 
C’est évident sur la définition 8.1 puisque les angles (4%, v) et (v,w) étant 
opposés ont même cosinus. 

e Quels que soient les vecteurs %,v,w : uU(V+W)=u.v+u.w 8.4 
On le démontre en s’appuyant sur 8.2 et sur le fait que la projection d’une 
somme de vecteurs est égale à la somme de leurs projections. 


e Quels que soient 4 e R et les vecteurs #,v: (ku).v = k(u.v) 8.5 


Ces propriétés du produit scalaire, jointes à celles de l'addition des vecteurs 
et de la multiplication par un nombre conduisent à des règles de 
développement qui rappellent celles de l'algèbre sur les nombres réels. 
Exemple : (34 —-2v).5w =15Su.v -10v.w 


Chercher les exercices 4 et S. 
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1.6 Carré scalaire. 
Lorsqu'on effectue le produit d'un vecteur par lui-même, l'angle est nul et 
son cosinus égal à l'unité, donc : 


un 0 112 
UU=U —= (Di! 8.6 


1.7 Généralisation du théorème de PYTHAGORE. 


Dans un triangle ABC rectangle en 4, on sait calculer BC = a en fonction de 
AB=cetAC=b: a=b+c. 
Comment généraliser cette formule à un triangle quelconque ? 


Fig. 6 a =b° +c°- 2bc cos( 4) , 
Elevons la relation de CHASLES, BC = AC - AB au carré : 
BC =(AC - AB)(AC - AB)= AC + AB - AB.AC- AC.AB 
Les termes AB.AC et AC.AB sont égaux et valent, d’après la définition 8.1, 
AC.AB = b.c.cos( 4) 


Finalement : a =b* +c° -2bc cos( 4) 8.7 


Appliquer et vérifier avec l'exercice 6. 
1.8 Utilisation d’une base orthonormée. 


Donnons-nous une base (7, j) du plan et considérons deux vecteurs : 
= Xi + Yi] ü = Xoi + Y2j 
Le lecteur vérifiera qu'à partir des règles 8.3 à 8.5, on obtient : 
dd = Xi + Piof + Cÿ2 + Xi 
Si la base est orthonormée, (i° = Fe = ] et if = 0) l’expression du 
produit scalaire se simplifie : 


Dans une base (;, j) orthonormée le produit scalaire a pour 
expression :  Uj.U) = X1X: + Y1}Y) 8.8 
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: nn. ü,.u | , 
On tire de 8.1, cos(t,,u) = AA , Soit, dans un repère orthonormé, 
HALE 


X1 X2 + Viÿ2 8.9 
VX + vi 4x3 + y 


Ces formules se généralisent à l'espace à 3 dimensions muni d’une base 
orthonormée : 


coS(#; ; U ) — 


UiU =X1X> + JV} + Z12) 8.10 
=. X1X2 + + Z,Z 
cos(i, 4, = "2 7 PI22 7 7172 8,11 
9 
Vxi + y + z A]x2 + ». RE Z2 
La formule 8.10 fournit pour la mesure de longueur dans l’espace : 
d=x +7" +2 8.12 


Chercher les exercices 7 et 6. 


2 Produit vectoriel. 


2.1 Orientation dans l'espace. 


Le choix d’un repère des vecteurs (chapitre 7) suppose une orientation de 
l’espace. On distingue frièdre direct (ou droit) et trièdre indirect (gauche). 


v et Ww dans le plan de cette feuille 
u vers l'avant de la feuille u vers le dos de la feuille 


Fig. 7 Trièdre direct Fig. 8 Trièdre indirect 
Toute permutation entre deux vecteurs change l'orientation du trièdre. 
Si, par exemple, (4,v,W) est direct alors (v,4,w) est un trièdre indirect et 
(W,u,v) est direct (2 permutations par rapport au premier). 
On travaille généralement avec des trièdres directs. 


148 Chapitre 8 


Règle pour reconnaître l'orientation d'un trièdre. 


Le trièdre (%,v,W) est direct si un 
observateur’, placé dans le sens du 3°”° vecteur 
w, amène le premier % sur le second v par 


une rotation allant de la droite vers la gauche. 


Autrement dit, le sens de rotation amenant % 
sur y, vu de l'observateur, est le sens 
trigonométrique. 


Fig. 9 Règle de l'observateur 


Voir l'exercice 9. 


2.2 Définition du produit vectoriel. 


Le produit vectoriel de # par ÿ est le vecteur W, noté % A Y , tel que (voir 


figure 10) : 

e sa direction est perpendiculaire au plan (7,v) donc à chacun de ces deux 
vecteurs, 

° son sens est choisi de sorte que le trièdre (4,v,w) et la base (i, j, k) 
soient de même orientation, 

° sa norme est égale à la surface du parallélogramme construit sur (4,v), 


c’est-à-dire : (7 A v| = lä[lIvllsin(z, v) 8.13 


Fig. 10 Produit vectoriel 


Exemple : moment d'une force par rapport à un point. 


La force F appliquée en À exerce un moment en © par l’intermédiaire du 
levier OA. 


On représente ce moment par le vecteur M, (F)=OAAF. 


En électricité, cet observateur est appelé le bonhomme d’AMPERE. 
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Ce moment, égal à l’aire du parallélogramme 
OABC, vaut 4B x OH. 
Il reste donc constant si on fait glisser, le 


point À sur la droite support de F. 


Fig. 11 Moment d'une force 


Remarque 


La notion de moment ou de couple est très utilisé en physique : moment 
d’une force comme ici, mais aussi en électricité et électromagnétisme. 


Voir exercice 10. 


2.3 Propriétés. 


Le produit vectoriel n’est ni associatif, ni commutatif. 
On démontre les propriétés suivantes : 


e Antisymétrie UAV=-(VAU) 8.14 
e kétant un réel, k(u AV)=ku AV 8.15 
e Distributivité U A(V+W)=UAV+UAW 8.16 
e Double produit vectoriel uw A(VAW)=Vv(u.Ww)-wW(u.v) 8.17 
e Six et y sont colinéaires, # AV — ( 8.18 


2.4 Expression analytique du produit vectoriel. 


Sur un trièdre orthonormé (ÿ, j,k) le lecteur vérifiera que : 


—+ — — 


inAj=R 
de l'antisymétrie 8.14, on déduit : 


— 


JAÎ=-k kAj= 
et de 8.18. 


D nAk=-) 8.20 


lAÎ=jnAj=kAk=O 8.21 
Utilisons ces relations pour développer, dans une base orthonormée, le 
produit vectoriel de % =xi+yj+2zk par ä, =x,i +y,j+ 2,k 


Dans le développement, les produits de termes colinéaires, comme 
(x i)A(x;i), s’éliminent et il reste : 
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Ad = xyG A j)+x2,(À AK) 
+ ET nAi)+ Y22U N2 
+ZiX(KAÎ)+2z,y,(K A j) 
Enfin tenant compte des relations 8.19 et 8.20, on obtient, 
hi A) = (ÿi22 — A Ya)i + (21% — X122)J + (XY2 — YiX2 ) 8.22 
La présentation en colonne (voir $4) facilite la lecture e cette formule. 


Voir les exercices 11 et 12. 
3 Application aux courbes et aux surfaces. 


3.1 Droite de direction donnée et passant par un point. 
Pour tous les points À d’une droite 
passant par À et de direction , les 


vecteurs AM et u sont colinéaires. 
On a donc, d’après 8.18 : 


AM A ü =0 


Fig. 12 Droite de direction donnée 


q 
Dans le plan, donnons-nous les composantes de 4 = H et les coordonnées 


de A(x4, y4) et appelons (x, y) celles du point M décrivant la droite. 
La colinéarité se traduit par la proportionnalité des composantes de # et de 


AM(x=Xx,,Y- y), soit : 


NA Fo JA 8.23 


X—X4  V—Va _Z —Z, 8 24 
a b C | 


Notons que, comme pour n'importe quelle courbe, une droite dans l'espace 
est régie par deux relations entre trois variables. 


3.2 Droite ou plan perpendiculaire à une direction. 


Etant donnés un point À et un vecteur #, quel est l’ensemble des points M 


tels que AM soit orthogonal à # ? 
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Dans le plan, ces points M constituent une droite (figure 13) et dans l’espace, 
ils constituent un plan (figure 14). 
Dans les deux cas, ils sont caractérisés par l’équation vectorielle : 


> 


AMu = 0 


Fig. 13 Droite perpendiculaire à une Fig. 14 Plan passant par À et 
direction et passant par 4. orthogonal à une direction. 


Reprenant les notations du $3.1, on obtient, dans le plan, l’équation de la 
droite perpendiculaire à 4 et passant par le point A(x4, 4) : 


a(x = X4) + b(y — V4) = (0 8.25 


Dans l’espace, le plan perpendiculaire à # passant par A(x4, y4, z4) a pour 
équation, 


Ax — X4) + b(y — y4) + CZ — z4) = 0 8.26 


3.3 Cercle et sphère de centre et de rayon donnés. 
Un cercle, c'est l'ensemble des points M{x, y) du plan situés à une même 


—— ) 
distance À d’un point {(xy, yn ;ona donc ZM =R*, 
d’où l’équation du cercle : 


(xx) + (y) = À 8.27 


De la même façon, l'ensemble des points M{x, y, z) d’une sphère de rayon À 
et de centre /{(x;, y, z;) est donnée par : 


xx) +17) +(z-2) =R 8.28 


Les exercices 13 à 18 sont des applications immédiates de ces formules. 
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4 Résumé des formules analytiques. 


Les vecteurs du plan ou de l'espace sont notés en colonne : 
X 
Xi + y.j +z.k est noté | y | sans préciser le repère. 
z 


4.1 Relation de Chasles (chapitre 7). 


(X4, V4, Z4) étant les coordonnées de À, (xp, y, 22) celles de B : 


Xp —X4 
AB=| y; -y, 
ZB ZA 


4.2 Addition, combinaison linéaire (chapitre 7). 


ax, + BX, 
au, + bu, =| ay, + by, (a et b réels quelconques) 


az, + DZ, 
4.3 Produit scalaire, norme et angle en repère orthonormé. 
UU) = XX) + YiY2 + 2122 
AD. = 
ju] =u =x" +7" +2 
X,X2 + V2 + Zi22 


2 
xt + y +2 AxS +5 +25 


4,4 Produit vectoriel en repère orthonormé. 


cos(4, D U; ) _ 


V122 — Z1})2 
ü, A U) = Z1X2 — X129 
X,Y2 — Y1X2 


4.5 Conditions d'orthogonalité et de colinéarité. 


{u, et #, orthogonaux} & ü.ùü, =0 & xx: + y1y2 + 2122 = 0 
HN LA 

X2 V2 22 
Convention : À un dénominateur nul correspond un numérateur nul. 


{u, et u, colinéaires) = uw Au, =0 
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Exercices 


1 Sur ce réseau formé de carrés, on a placé les points 4, B, C, D, E et H. 


1°) L'unité de longueur étant le côté d’un carré, 5,5. D ii 
calculer, en appliquant la définition 8.2, les À À : 
produits scalaires n ess Horortiss | Dis és : Haut | ni 
ADAB, ACAË, CDAB, BDAË et LHELL 
CÉCD. dd dE 
2°) Que deviennent ces produits si on choisit 1.4. À | À 1 


deux côtés de carré pour unité de longueur ? 


2 1°) Sur les données de l'exercice 1, calculer les normes des vecteurs 
intervenant dans les différents produits (/ongueur unité = 1 côté). 
2°) Calculer les angles (appliquer 8.1) : 
(4B, AD), (AB, AC), (AB, CD), (AB, BD), (CD,CE). 


3°) K étant la projection orthogonale de B sur [AD], calculer AK. 


3 Sur la figure 5 du cours, on suppose OH =2 et OA = 5. 
1°) Calculer OH , OA puis le produit scalaire OA.OB 
2°) On suppose OB = 3 ; en déduire l’angle (04.0) 


4 On veut prouver (figure de l'exercice 1) que les droites (CE) et (BD) sont 
perpendiculaires. 
1°) Décomposer CE et BD en sommes de vecteurs s'appuyant sur le 
quadrillage. 
2°) Calculer CE.BD à l'aide de cette décomposition. 
Conclusion ? 


S 1°) Développer les produits scalaires suivants : 
a=(2ñ-36)  b=(2u+3v) c=(à-vXü+y) 
2°) On suppose # et v orthogonaux : simplifier a, b et c. 
3°) On suppose : ls] = lv] =2 et (u,v)=60°. Calculer a, bet c. 
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6 1°) Dans un triangle POR, on donne : PO = 4; OR=3 et O = 60°. 
Calculer le côté PR. 
2°) Reprendre la question avec : PO =4; OR=3 et O — 120". 
3°) Vérifier les deux cas sur une figure précise. 
4°) Calculer les angles P et R dans chaque cas. 


7 Dans un repère orthonormé du plan, on donne les vecteurs : 
u,=(3,-2) u,=(0,5) u; =(1,0) , =(4,6) 


1°) Calculer les produits scalaires : 


ND D TN 
Uy , U, , Us , Us , WU, UU:, UU,, UUs, Us, Us. 


2°) Déterminer les angles : 
(u,,u), (u,,u) ° (u,,u,), (u,,u;), (u,,u,) 9 (U, Ua). 


3°) Vérifier graphiquement. 


8 Dans un repère orthonormé de l'espace, on donne les vecteurs : 
u,=(3,2,-1) ou, =(1,0,-1) #, =(0, 1,2). 
1°) Calculer leur norme. 


2°) Calculer les angles qu'ils forment entre eux. 


9 La figure représente un cube ; on pose 
ü = OA v = OB w = OC 
1°) (Z,V,W) étant un trièdre direct, déterminer 


l'orientation des trièdres suivants : (OB, OC, OA) | 
(OA, OC, OË) ; (BL, BN, BO) ; (LC, LP, LB). 
2°) Même question avec les trièdres (OA, ON, OC) et (OL, OM. ON) 


À N 


10 Les notations sont celles de l'exercice précédent. 
1°) L'unité de longueur étant le côté du cube( OA] = loë] |} 
exprimer les produits vectoriels suivants en fonction de (&, v, w): 
OA À OB OC À OB ON À OA OA À BL OA À PL 


2°) Même question en supposant que le côté du cube vaut 2 unités. 
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11 La base (G,j,k) étant orthonormée, calculer le produit vectoriel des 


vecteurs : u=3i-2j+5k V=i+2j+4k. 


X1 X) X3 
12 Onpose: u =| y; v=|" W =| y; 
21 22 23 


Démontrer la formule 8.17 en comparant le calcul de chaque membre. 


13 1°) Donner l’équation de la droite (D) passant par A(2, 5) et de vecteur 
directeur # =(1, —-2) ? 


2°) Donner l’équation de la perpendiculaire à (D) passant par À ? 


14 La droite (D) a pour équation : 3x-2y +2=0. 
1°) Caractériser la droite (D) en donnant un point et un vecteur directeur. 
2°) Caractériser (D) en donnant un point et un vecteur normal à (D). 
3°) Donner l’équation de la parallèle à (D) passant par l'origine O(0, 0) ? 


4°) Donner l’équation de la perpendiculaire à (D) passant par O ? 


15 Quelle est l’équation du cercle de centre 4(3, 4) et de rayon 5 ? 
Vérifier graphiquement et par le calcul que ce cercle passe par l'origine. 


16 Démontrer que l'équation x° + y” — 4x + 2y = 5 est celle d'un cercle dont 
on précisera les coordonnées du centre et le rayon. 


17 Donner l’équation du plan perpendiculaire à # = (1, —-2, 3) et passant par 
A(-3, -1, 2). 


18 Donner l’équation de la médiatrice des points 4(-1, 2) et B(2, 5). 
Généraliser aux points A(x4, y4) et B(xe, y»). 
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19 O, 4, B et C sont quatre points quelconques, pas nécessairement dans un 
même plan. 


1°) Démontrer que : OA.BC + OB.CA + OC.AB = 0 
(Exprimer le premier membre avec des bipoints de même origine, O par 
exemple). 


2°) En déduire que les hauteurs d'un triangle sont concourantes. 
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Corrigés des exercices 


1 1°) Æ est la projection orthogonale de D sur AB. D'après la définition 8.2 : 
AD.AB = AH.AB =1x3=3 
de même: AC.AB = AH.AB = 3 
CD.AB =0 (vecteurs orthogonaux) 
BD.AB = BH.AB = -6 
CÉ.CD =4 
2°) Si on choisit deux côtés de carré pour unité de longueur, les longueurs 


sont divisées par 2 (par exemple, AB = 1,5 au lieu de AB = 3) ; les 
produits scalaires précédents sont alors divisés par 4. 


fes [A fd-A 
Ge Fi-6 -5. 
2°) Tirons le cosinus de la formule 8.1 : 
ME he | _ v10 (4B, AD) = 71,6°. 
faapas] 3x v10 10 
de même, (4B, AC) = 45° (4B, CD) = 90°, 
(48, BD) = 123,7° (CD,CE) = -71,6°. 


V10 


3°) AK = [48] cos(AD, AB) = |48] cos(AB, AD) =3 = 095 


3 1°) Calculons OH et OA en prenant comme sens positif le sens de O 
vers À. On a alors : OH =-2 et OA = +5. 
Et, OA.OB = OAOH = -10 

OAOB -10 2 


OAOB 5x3 3 
A l’aide d’une machine on trouve : (0A,08)= 13 1,8°. 


2°) On déduit de la définition 8.1:  cos(O4,OB)= 
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4 1°) CE = CD + DE BD = BH + HD. 
27) CE.BD = CD.BH + CD.HD + DE.BH + DE.HD 
CE.BD =0+2x3 +3x(-2)+0=0 
CÉ et BD sont donc perpendiculaires. 


5 1°) a= 4% —]l2u.v +9v° b= 4ù° +12ü.y +95° c=Ù -ÿ 
2°) 41 entraîne %.ÿ5 = 0 : d'où a=b= 4% +9ÿ? et c=u%"-v? 
3°) Avec: |al=|v]=2 et (ü,5)=60°,0ona: 

ü=Vv =4 et yÿ=2x2xcos(60°)=2, 

d’où a = 28 b = 76 c=0. 


6 1°) Appliquons la formule 8.7 à : PO = 4 ;: OR=3 et O0 =60°. 
PR? = OP? + OR? -20P.ORcos(O) = 4? +3? -2x4x3.cos(60°) =13 
PR= 13 =3,6 


2°) Avec O =]20° ,ona cos(120°)=-0,5 ce qui donne PR = 137 & 6,]. 
3°) 1 cas 2°" cas 


k kR 


3 1 3 157 


/\ \ 


Q 4 P Q 4 P 


4°) La même formule 8.7 nous donne, dans le premier cas, pour P : 
OR? = PO? + PR? -2PO.PRcos(P) 
k 2 2 _ hp? : | 
D . ot 
2PO.PR 2x4x 13 2413 


Le calcul de À se fait de la même façon, ou tenant compte de la somme 
des angles d’un triangle, R=739. 
Dans le second cas, on trouve : 

P # 25,3° R&34,7. 
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7 u,=(3,-2) u,=(0,5) u; =(1,0) 1, = (4,6) 
1°) Le repère étant orthonormé, appliquons 8.8 


2=13 d2=25 ù?2=1  ü,2=52 
ü,.ü, =0 ü) dy = 30 ü,.üy =4 


2°) Pour chaque angle, appliquons 8.9 puis tenons 
compte du sens d'orientation de l'angle (deux angles 
opposés ont même cosinus). 


_ — ]0 2 _—- 
CON ,u,)=> ——=-—> > (u,,u,)=123,7° 
l 2 513 13 ] 2) 

_ 3 ; 
AMAET S (u,,u,)= 33,7 
(u, ,u, ) = 90° 
(u, ,u3) = —-90° 

+ 30 3 in = 
COS(U, ,U,)= ——© = ———= > (u,,u,)7-33,7° 

7 54/52 V3 db 
cos( à, 4) = —2— — (u,,u,)= 56,3° 


8 Même démarche qu'à l'exercice précédent, mais ici on ne peut déterminer 
le signe à donner aux angles, la position de l'observateur n'étant pas 
précisée. 4 =(3,2,-1) u, =(1,0,-1) w, = (0, 1,2) 


1) féf=vi4  él=V2 fél-v5. 
2°) (ä,%)= Arccos() x 40,9° 

(ä,,ü,) = 90° 

(ä,,d,)= Arccos(-72) = 129,2°. 


V10 


9 Liste des trièdres directs ou droits : 
(ü, v,w) ou (04, OB, OC) par hypothèse, 
(OB, OC, OA) qui se déduit de (4, v,w) par 2 permutations, 
(OA, ON, OC) règle de l'observateur placé en OC , 
(OL, OM, ON) règle de l'observateur placé en ON. 
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Liste des trièdres indirects ou gauches : 

(OA, OC, OB) qui se déduit (4, v, w) de par 1 permutation, 

(BL, BN, BO)= (W,u,-v) (2 permutations et 1 changement de signe), 

(LC, LP, LB) =(—Y,4,-W) (1 permutation et 2 changements de signe). 
10 1°) Avec le côté du cube pour unité de longueur (&, v, w) : 

OA À OB = OC = Ÿ : OC À OB = -OA = à 

ON A OA = (OB+O4)AOA=5nAü+ûAG = +0 = -ÿ 

OA À BL = ü À W = —ÿ O4 À PL = ü A (à) = 

2°) Le côté du cube valant 2 unités, prenons le repère orthonormé 

(i = 

….. nA2j)=4( A ÿ)= 48 = 25 

Ainsi, les résultats sont à doubler par rapport à ceux de la 1°" question. 


ÿ,k = 7 #). On a alors : 


h 3 l (—2)x4-5x2 — 18 
uAV=| -2|AI2|-| 5Sx1—-3x4 — 7 
5 4 3x2—-(—-2)xl] 8 


D = 187; +8. 


1 


jam 


“4 


12 Développons d’abord % A (v A w) : 


X; X; X; X; V3 — 22}; 
UA(VAW)=|Y AY Al Y3 ||=) 7 A] 22X3 — 2233 
Z; Z) Z; Z; XY3 — VX; 


V1X2Y3 — YiY2X3 — Zi22X3 + Z,X,2; 
— | 21)223 — Z122ÿ3 — XX ÿ3 TX }2X3 
X,22X3 — X1X223 — Yiÿ223 + Yi22}3 


Développons maintenant : v(4.w) — w(u.v) : 


X; X; 
vw) - W(5)=| y; (Gex + 33 +2123)-] 3 uix + 132 +212) 
2) Z3 
X5X1X3 + X2V1Y3 + X22123 X3X,X)2 + X3ÿ1}2 + X32Z,2) 


V2X1X3 + YV2)1Y3 FT 22123 | | Y3XiX2 + YV3Y1}2 + 32122 
Z2X1X3 + Z2ÿY1ÿ3 + 22123 Z3X1X) + Z3ÿ1V2 + Z32Z;2) 
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Après élimination des termes communs, on obtient bien la même 
expression. 


13 1°) D'après 8.23, l'équation de (D) passant par A(2, 5) et de direction 


u = (1,-2) s'écrit : À n Er n ou y=-2x +9 
2°) Pour la perpendiculaire à (D) passant par 4, on applique 8.25 : 
1(x—-2)+(—2)9-5)=0 ou HE 

14 (D): 3x-2y+2=0 (1) 


1°) Le point À de (D) d'abscisse x = 0, a pour ordonnée y = 1, 
ce qui permet d'écrire (1) : 
3(x—-0)-2(y-1)=0 (2) 
x—-0 _y-l 


et sous la forme 8.23 : Re (3) 


Ceci caractérise (D) par un point 4(0, 1) et le vecteur directeur u = (2,3). 


2°) L'équation (2) caractérise (D) par le point A(0, 1) et le vecteur normal 
n = (3,-2) (voir 8.25). 


3°) La parallèle à (D) passant par l'origine O(0, 0) s'obtient en remplaçant 
dans (3) À par O: LE L ou encore 3x-2y=0 (4) 


4°) La perpendiculaire à (D) passant par © peut s'écrire vectoriellement 
u.OM =0 ou analytiquement, 2x+3y=0 (5) 


15 1°) D'après 8.27, le cercle de rayon 5 centré en 4(3, 4) a pour équation : 
(x—3) +(y-4) =5 ou x°+}»-6x-8y=0. 
Le cercle passe par l'origine O(0, 0) puisque l'équation est satisfaite pour 
(x =0 ; y= 0). 


16 Le regroupement des termes en x puis celui des termes en y, 
x -4x=(x-2) -4 y +2y=(y+1) -1 
permet d'écrire l'équation x° + y” - 4x + 2y = 5 sous la forme : 
(x—-2) +(y+1) =10 
Il s'agit donc d'un cercle de centre /(x; = 2 ; y; =—1) et de rayon R = V10. 
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17 D'après 8.26, le plan perpendiculaire à u= (1,-2,3) passant par 
A(-3, -1, 2) admet pour équation : 
1(x+3)+(—2) +1)+3(2-2)=0 ou x-2y+3z-5=0 


18 La médiatrice des points A(x4, y) et B(x3, y2), c'est l'ensemble des points 
MK(x, y) équidistants de 4 et B, c’est-à-dire : 
D — =)  —) 
[AM|=|BM] ou 4M -BM 
Analytiquement : (x- x4Y + (y — ya) = (x = xp) + (y — y8) 
Après développement, les termes du 2°” degré s’éliminent et en groupant 
les x et les y il vient : 
2x8 — X4)x + (Ve — V4)y = Xe — 4 + Yr — VA? 


Pour A(-1, 2) et B(2, 5), on obtient : x + y = 4. 


19 1°) L'expression OA.BC + OB.CA + OC.AB s'écrit 
OA(OC — OB) + OB.(OA — OC) + OC.(OB — OA) 
et en développant, on voit que tous les termes s'éliminent. Donc, quels 
que soient les points O, 4, BetC, OA.BC + OB.CA + OC.AB = 0 
2°) Si en particulier © est le point de concours des hauteurs issues des 
sommets À et B du triangle ABC, on a : 
OA.BC = 0 et OBCA = 0. 
Le 3°% terme de la relation, OC.AB, est donc aussi nul ; ceci établit 
l'orthogonalité de OC et 4B, c’est-à-dire que © est sur la hauteur issue de 


É> 
Les trois hauteurs de ABC sont donc concourantes. 


Chapitre 9 
NOMBRES COMPLEXES 


1 La construction des nombres complexes. 


La construction de ce nouvel ensemble de nombres correspond à l'idée 
d'élargir l'ensemble des réels de façon à rendre possible l'extraction de 
racines carrées de nombres négatifs. Les conséquences sont d'une grande 
importance en Mathématiques et en Physique. 


Fig. 1 Les réels et le nouveau nombre i. 


L'idée de base de cette construction est d’adjoindre à l'ensemble des réels, R, 
un nouveau nombre, noté #, dont le carré vaut (—1) : 


i2 = 1] 9,1 


Mais voulant continuer à additionner, soustraire, multiplier, diviser, il nous 
faut accepter des nombres comme, par exemple, (2 + à) ou 3xr ou 5/i, .… tout 


en conservant les propriétés de ces opérations dans R, à savoir : 
e __associativité de l'addition et de la multiplication, 

e commutativité des mêmes opérations, 

e distributivité de la multiplication par rapport à l'addition. 


Pour vous convaincre de la faisabilité de cette construction, entraînez-vous 
sur l'exercice 1. 


Conclusion de l'exercice 1. 


L'ensemble des nombres complexes, noté €, doit contenir les nombres de la 
forme (a + ib) où a et b sont des réels et ; notre nouveau nombre. 

Nous allons voir que cela suffit pour mettre aussi sous cette forme des 
quotients ou des racines carrées, par exemple. 
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2 La forme cartésienne des nombres complexes. 


2.1 Définition. 


Les résultats de l'exercice 1 amènent à concevoir l'ensemble € comme 
l'ensemble des couples de réels (a, b), notés aussi (a + ib). 
Entre deux nombres complexes (a + ib) et (a'+ ib") de €, on définit, 


e l’égalité(a+ib)=(a'+ib)par: £{a=a et b=b} 9.2 
e l’addition par : (a+ ib) + (a+ ib’)= (a+ a?) + i(b +b°) 9.3 
e le produit par : (a+ ib).(a’+ ib’) = aa° — bb’ + i(ab” + ab) 9.4 
Vocabulaire 


Forme cartésienne Représentation du complexe z par z= a +ib ou par 
le couple de réels z = (a, b). 


Partie réelle de z Le réel a, premier élément du couple (a, b). 
Partie imaginaire de z Le réel b, second élément du couple (a, b). 
Imaginaire pur Complexe à partie réelle nulle, z = b. 


Un nombre à partie imaginaire nulle (b = 0), c’est-à-dire un réel a, fait aussi 
partie des nombres complexes. Autrement dit, R est inclus dans C. 


2.2 Propriétés des opérations. 


Du fait de la construction de €, les propriétés habituelles des réels se 
conservent. En particulier, on démontre que : 


e Somme et produit sont des opérations associatives et commutatives. 
e La multiplication est distributive par rapport à l'addition. 


e (0, 0), noté 0, est élément neutre pour la somme: z+0=z 


e L'opposé de z= a + ib est le nombre noté —z : —z=-Q—ib 
On vérifie en effet avec 9.3 que z + (—z) = 0 
Cela permet de définir la soustraction : ZA-Z2=2Z +(-2) 


e (1,0), noté |, est élément neutre pour le produit : z.1 =z 
On le vérifie en effet avec 9.4 (a'= 1 ; b'= 0). 


e L'inverse de z, noté JL , est le nombre tel que Z. 
Z 


On établit à l'exercice 3 que pour, z non nul, on a : 


l l a — ib 
Lo ee 9.5 
A a + ib a +b° 
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Chercher les exercices 2 et 3. 
2.3 Nombres complexes conjugués. 


Le conjugué de z = a + ib est le complexe noté z : 
z=a+ib=a-ib 9.6 


Le complexe z = ( a + ib) et son conjugué z = ( a — ib) ont donc : 
e même partie réelle 
e des parties imaginaires opposées. 


On démontre aisément, à partir de la définition 9.6, les propriétés 9.7 à 9.10. 
e Somme et produit de conjugués sont réels : 


ZEz=2a 9,7 
zz=a? +b? 9.8 
e Conjugué d’une somme: zZ, +2, = z, + z, 9.9 
e Conjugué d’un produit:  2Z,.z, = 2.2, 9.10 


Voir les exercices 4 et 5. 


2.4 Inverse et division. 


: —. I 
On retrouve la formule de l'inverse (9.5) en écrivant —=-— 
Z' Zz 
: | z | AA 
De même le quotient —L se ramène au calcul de —Z., soit : 
22 Z.2) 
Z] : (a SE ib, Ya; — ib,) : dd; + bb; + i(b,a; _ d\b>) 


2) L (a) + ib; Xa: — ib;) : a» x b,” 


Etudier l'exercice 6. 


2.5 Représentation graphique. 


Dans le plan muni d’un repère orthonormé, on représente le nombre 


complexe (a + ib) par le vecteur OM de composantes (a, b) ou tout 
simplement par le point M de coordonnées (a, b). 

Ainsi le nombre ji est représenté par le point (0, 1), c’est-à-dire le point unité 
en ordonnées. 
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Vocabulaire 


Axe imaginaire 


ib 


Axe réel 


Fig. 2 Le plan complexe 
Image de z=a+ib: Point M de coordonnées (a, b). 


Affixe de Ma, b): Nombre z = a + ib dont M est l’image. 


Plan complexe : Ensemble des points images représentant chaque 
complexe. 

Axe réel : Ensemble des points (a, 0) à partie imaginaire nulle. 

Axe imaginaire : Ensemble des points (0, b) à partie réelle nulle 


Somme de deux complexes 


La règle 9.3 d’addition de z, et z, est la même que celle utilisée pour les 


vecteurs images OM, et OM, . 


. / 
/ 


À M(z1+22) 


_àMiG) 


Fig. 3 Somme de z, et z, 


L’image de (z, + z,), se construit donc en appliquant la règle du 
parallélogramme. 
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Conjugué, opposé et inverse 


Fig. 4 Conjugué, opposé et inverse d’un complexe 


Les conjugués z et z ont des images symétriques par rapport à l'axe réel. 


Deux nombres opposés z et -z ont des images symétriques par rapport à 


l'origine. 
L’inverse et le conjugué de z ont des images alignées avec l'origine 
(comparer 9.5 et 9.6). 


Il est essentiel que le repère soit orthonormé : nous verrons pourquoi lorsque 
nous représenterons le produit de deux complexes. 


Etudier les exercices 7 et &. 
3 Nombres complexes sous forme trigonométrique. 


3.1 Module et argument d’un nombre complexe. 
z étant un nombre complexe d'image M, on appelle (figure 5) : 


Module de z la distance OM. On le note {z|. 
Argument de z, noté Arg(z), une des mesures en radian de l’angle orienté 


(Ox, OM). 


Fig. 5 Module et argument de z. 
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Le module |z| est donc un nombre réel positif. 


Arg(z) n’est défini qu’à #27 près (modulo 27) ; les arguments de z sont de la 
forme 0 + k2n (kE 7), Oétant l'un d'entre eux. 


Le plus souvent, on choisit pour argument le nombre de l’intervalle |-x; x]. 


Pour z = 0 le module est nul, l'argument indéterminé. 


Chercher l'exercice 9. 


3.2 Forme trigonométrique d'un nombre complexe. 


Représenter le nombre complexe z = a + ib sous forme trigonométrique 
c’est se donner son module p et un argument @ 

Les projections sur les axes fournissent alors partie réelle et partie 
imaginaire (figure 5) : 


a = COS 0 9.11 
b = psin6 9.12 
et z s'écrit donc : z=p(cosO+isind avec peR* et 8eR 


Notation 


On note cette forme trigonométrique [p, 6] entre crochets pour la distinguer 
de la forme cartésienne notée entre parenthèses (a, b). Retenons que : 


[P, 4 = p(cosO+isind)  alorsque (a, b)= a + ib 
Ainsi: [2, 1] = 2(cosl +isinl)= 1,08 +:1,68 alorsque (2, 1)=2 +; 


Mais la notation exponentielle, introduite plus loin au paragraphe 4, s'avèrera 
plus commode pour les calculs. 


Egalité sous forme trigonométrique 


Il résulte de 9.2 que les nombres z, = [p,, 4] et z, = [Le , @] sont égaux s'ils 
sont représentés par un même point. 
Les modules sont alors égaux et les arguments diffèrent d'un multiple de 2x : 


LA, 4l=[m, 8]  {a=p et 4A=8+k2r oùkeZ} 9.13 


Bien retenir que z, = 2, entraine 9, = 9, mais n’entraîne pas 4, = 6, 
l 2 Pi — P2 l 


3.3 Passage à la forme trigonométrique. 
Des formules 9.11 et 9.12, on obtient d’abord le module par : 

p=Na* +b° 9.14 
On déduit 8en partant d'une ligne trigonométrique 
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cos(4) = pres 9.15 
a 
| b 
sin( 6) = RS 9.16 
b 
tan(6) = se 9.17 


Mais une seule ligne ne suffit pas : ainsi, le calcul de cos(6) par 9.15 donne 
deux valeurs opposées pour 8 sur ]-n, +7]; cependant une seule de ces 
valeurs satisfait aussi 9.16 et 9.17 (/’exercice 11 fournit des exemples). 


Cas particulier des réels : pour tout réel positif 9=0 (modulo 27) 
pour tout réel négatif 9=7 (modulo 2x) 


Etudier les exemples des exercices 10 et 11. 
3.4 Produit. 


Théorème fondamental 


Le produit de deux nombres complexes a pour module le produit des 
modules et pour argument la somme des arguments (modulo 2x). 


HEA — (21 ||22 | 9.18 


Arg(z,.z,) = Arg(z,)t Arg(z,) (modulo 27) 


Ou avec nos notations : [a, 4].[e, 81 = [a.m, 4 +6] 


Démonstration 


Etant donnés : z, = p(cos® +isin@) et 22 = m(cos@ + isin&) 
2,2, = P,P,[cOsS8, + i sing ].[cos@ + i sin@] 
2,2, = p,P,[(cos8 cos6, — sing sin&) + i(sin8 cos@ + cos8 sin®)| 


Et, d'après les identités trigonométriques 6.5 et 6.7 sur l'addition des arcs, 
2,2, = P,P, [cos(® + 6) + i sin(8, + 8,)] 


z,z, a donc bien pour module p,p, et pour argument (8 + 8,). 
Voir l'exercice 12. 


3.5 Quotient, inverse, puissance. 


Z 
Pour le quotient — (z, non nul), on obtient de la même façon : 
2) 
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21 2 F1 [cos(8, — 8, + isin(&, — 8, )] 9,20 
22 P2 


en particulier, pour l'inverse de z = [o, 4]: 


Les] [cos(8) — isin(8)] 9.21 
z P 


L'élévation à une puissance entière positive de z = p(cos8 + isin 6) étant une 
multiplication répétée, les modules se multiplient alors que les arguments 
s'ajoutent : 

z" = pl [cos(n6) + i sin(n6)] n € N* 9.22 
On démontre que 9.22 est encore valable pour n négatif ou nul (n € +); 
notamment, pour # =—1, le lecteur vérifiera qu'on obtient 9.21. 


et pour # = 0, il vient 2° = 1, comme dans R. 


3.6 Conjugué et opposé. 


Un calcul simple confirme ce que suggère la figure 4. 
En posant, z = [p, 4|, on obtient pour le conjugué et l’opposé : 


Conjugué z= [2,0]=[90.,-0] 9.23 
Opposé —z=—1{90,0]=[90,0 + 7x] 9.24 


Chercher l'exercice 13. 
4 La notation exponentielle. 


4,1 Convention. 


Pour des raisons dont la justification dépasse le cadre de ce cours, on 
convient de noter e'° le nombre de module unité et d’argument @ 
Le nombre e (& 2,718...) est la base des exponentielles. 
On pose donc : 
e°= cos0 + ising 9.25 


et e = cos - ising 9.26 
puisque e “est l'inverse et aussi le conjugué de e'° (voir figure 6). 


Un nombre de module p quelconque s'écrira alors : 
z=pe 
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Fig. 6 e°et e'° 


Se familiariser avec cette notation exercice 14. 


4.2 Ecriture des formules en notation exponentielle. 


L'intérêt de cette notation réside dans l'analogie des règles de calcul sur les 
puissances : d.d=@" et d’.b"=(a.b} 


Reprenons les formules 9.18 à 9.24 en notation exponentielle. 


Produit z,.2 pe .p,e * = p,.p,e" 722 9.27 
Puissance 7” PrAI = pe" pour ñn € Z 9.28 
16, 

Quotient z1/z, Lit 8e PI ,(&-6) 9.29 
Pre *  P: 

| … l 6 

nverse = Fi 9.30 
pe 

Conjugué z= pe 9.31 

Opposé - z= pe 2+7) 9.32 

Chercher l'exercice 15. 

4,3 Formule de de MOIVRE. 


La formule d'élévation à la puissance 9.28 ou 9.22 écrite quand p = 1 fournit 
la formule de de MOIVRE : 


Pour ne Z (cos@ + isin 6}? = cos(n6) + isin(n6) 9.33 
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Cette formule permet le calcul rapide des lignes trigonométriques du 
multiple d'un arc en fonction de celles de l'arc. 


Exemple : calcul de cos(30) et sin(39). 


Ecrivons l'identité 9.33 pour n=3:  (cos@+ isin@) = cos(36) + isin(34) 
Développons le cube du premier membre : 
cos(30) + isin(30) = cos” 0 + 3icos” Osin 0 + 3i° cos@sin* 0 +5 sin° @ 
Séparons parties réelle et imaginaire (noter que à =—1 et à = -i), 
cos(30) = cos” 0 - 3cosOsin° @ 
sin(30) = 3 cos? Osin 4 - sin” @ 
Tenant compte de sin°8 = 1—cos’8 et cos 8 = 1 — sin’@, on obtient : 
cos(30) = 4cos” 0 - 3cos 0 
sin(30) = 3 sin 0 — 4sin° @ 


Etablir les formules pour cos(46) et sin(46) (exercice 16). 


4,4 Formules d’EULER. 


En effectuant dans les relations 9.25 et 9.26, 
cosO + isin0= e'° 
cos0— isin0= e" 
les demi-somme et demi-différence, on obtient les relations d’EULER : 


10 —10 
NE 0.34 
10 —10 
sin0= Pre 9,35 
l 


Ces relations permettent d’exprimer cos”® et sin”4 en fonction de 
combinaison de cosinus ou sinus d’arcs multiples de @ 
C’est ce qu’on appelle linéariser cos” 8 ou sin”@. 


. r Q 3 
Exemple : Linéariser cos 0 


Elevons au cube Îa relation 9.34 des formules d’EULER : 


10 —10 
e +e 
cos” 0 = ( ) 
2 

cos: , _ "30 + 3e 0" 0 " 3e °e 126 + 6130 

8 
oo CP Here . 3(e'° +e "°) 

8 8 

De cos 30 ” 3 cos 0 


4 
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Linéariser sin’ 0 (exercice 17). 
5 Applications. 


S.1 Racines carrées. 
Une racine carrée de Z = pe" est un nombre z=re" telque z°=Z Soit : 


Fe? = pe" 
r=p et 2a=0+k2x 


0 
r=/p et Feet 


On obtient ainsi deux racines opposées, 
l’une pour les valeurs paires de k, l’autre 
pour les valeurs impaires. 


Fig. 7 Racines carrées de Z 


0 


Tout nombre complexe non nul Z = pe” a deux racines carrées opposées, 


10 
Z, = Vpe 7 et Z> = —2Z] 9.36 


Exemple de calcul sous forme cartésienne 


Soit à calculer les racines carrées de (—3 — 85). 


Si z=x+iyest une racine carrée, 2°=x°— jp + 2ixy = —3 — 8i 


En 
Identifions les parties réelles et imaginaires : b Dee 
2xy = —8 


L'égalité des modules, | {| = |-3 — 8i| facilite la résolution du système. 


On a donc aussi: x°+y° = 3° + 8° = 73 
2_-3+V 4 13+v73 


_ 2 


2 2 
X° — y" = -3 
x = 8 . ne — EE 
x? + y° = 73 Xy = -4 Xy = —4 


xy étant négatif, x et y sont de signe contraire, d'où les racines de Z 


z! - 28 - HS EE et Z22=—2) 


Calculer la racine carrée de —-13 — 84i (exercice 16), utilisée plus bas en 5.2. 
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Remarque 


On évite l'écriture Yz qui nécessiterait une convention pour distinguer les 


deux racines carrées. Ainsi n'écrit-on pas "4-1" qui désignerait aussi bien i 
‘ 2 so 
que —{ puisque : # = (—1) = —1. 


5.2 Equation du second degré. 


Dans € tout nombre ayant toujours deux racines carrées opposées , 


l'équation du second degré admet toujours deux solutions (éventuellement 
confondues). 


e Premier exemple ; résoudre : x +3x+5=0 


Le discriminant vaut : 3° — 4x5 =-1] = (iV11y : les deux solutions sont 


donc : X! M PAIE et X - 23 


e Second exemple ; résoudre : 7° + (4 — i}z + 7 +19i = 0 


Calculons le discriminant : (4 — à)” — 4(7 +19i) =—13 — 84i 
Le calcul effectué à l’exercice 18 donne : —-13 — 84i = (6 — 7i) 
CON) 

2 
_ (Gui (6= 70 
pue ou 


D'où les solutions : 2. 


Z) —5 + di 


Résoudre les équations proposées à l'exercice 19. 


èmes 
e 


5.3 Racines » 
Généralisons le calcul des racines carrées ($5.1) à l'équation: 7° =Z 
Posant encore, z=r.e et Z= pe”, l'équation s’écrit : 
soit : =p et na=0+k2x 
0 27 
r=#p et a=—+k— avec ke 7 
n n 


Cette fois 1l y a n racines distinctes situées sur un polygone régulier à n côtés 
(figure 8 pour le cas particulier z° = 1). 


e Exemple ; résoudre : z =] 


Ici: (0= 1; 0=0) et n=6, soitpourz:r=1] et NRR Pre keZ 


kr 


| — 


D'où les racines sixièmes de l’unité : z=e * 
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Ces racines sont les sommets d’un hexagone régulier inscrit dans un cercle 
de rayon unité centré à l’origine. 


Fig. 8 Racines 6°" de l’unité 


Etudier l'exercice 20. 


5.4 Rotation dans le plan. 


Associons au nombre z = r.e'°, le nombre Z = z. e'°. 


Fig.9 Zest l’image de z par la rotation [O, a 


e'* étant de module unité, Z et z ont même module 7, et Z a pour argument 
(a + 0) ; en d’autres termes, Z est l’image de z dans la rotation [O, a] : 


Z=r.ett9 


Posons : LA TrIT Et ZX Ti. 
X+iY=z.e"=(x+iycosa + isina) 

Soit, X+iŸ = x cosa-ysina + i(xsina + ycosa). 

Conclusion 


Dans la rotation de centre O et d'angle à, l’image du point (x, y) est le point 
(X, P) donné par : 
X = xcosa — ysina 
9.37 
Ÿ = xsina + ycosa 


Ces formules ne sont valables qu'en repère orthonormé. 


Voir l'exercice 21. 
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Exercices 


1 


Effectuer les calculs suivants en tenant compte de Ÿ =-1. 
Mettre les résultats sous la forme (a + ib) avec a et b réels. 
z1=(3-i)-(4 +25) 

z2= (1 +35).(2 — Si) 

z3 = (3 — 4i).(3 + 4i) 

ZA = il 

zs = (1 +i} 


Calculer: 52, à, à, i27, BIT. 


Généraliser à ÿ”? pour r entier. 


Déterminer l'inverse z'= x + iy d'un complexe donné z = a + ib 


Conseil : chercher x et y satisfaisant la relation : z.z'= 1. 
Démontrer les formules 9.8 et 9.10. 


Déterminer les conjugués des nombres complexes : 


3 2j PT PR 7 EE, 


Mettre sous forme cartésienne les expressions suivantes 


1+i 3— 5j 5-iV2 


1l—; 2 + 3i i 8i 


A partir des images de Zi et 2), construire E Dee AS: bass a PRET 
celles de : hr. L' 04 I VAT 
Z3—=Z1TZ € Z4=Z-2 


Vérifier par le calcul. 


z, étant le nombre de l’exercice 7, construire avec précision les images de 


z, et de _ (voir la figure 4). 
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Vérifier par le calcul. 


9 1°) Après avoir placé les nombres {1 ; ;; —i; —2} sur le plan complexe, 
déterminer leurs module et argument. 


2°) Quel est l'ensemble des points du plan de module 2 ? 
3°) Quel est l'ensemble des points du plan d'argument : (—1) ? 


10 Mettre sous forme cartésienne les nombres suivants donnés à partir de 
leurs module et argument. 


] 
=, 2 =[5,% 2, = z4 = [2, 4] 


11 Mettre les nombres suivants sous forme trigonométrique et vérifier 
graphiquement : 
is 


Z=l+i z2=-Si Zz3 = 7 —2i Zi—-5 + A2r 2, . 
12 1°) Calculer (1 +5) directement (en restant sous forme cartésienne). 


2°) Mettre d'abord (1 + i) sous forme trigonométrique, puis retrouver le 
résultat de (1 + à). 


3°) Déterminer (1 + à)”. 


13 Mettre sous forme cartésienne après avoir effectué les calculs sous forme 
trigonométrique : 


AR : 2 
A=3[cos(- ma +i D rt ee, + da TU 
B = B(cos() + isin()}F 


TT |: 
on Le 
C = 

TT sd. 
COS — + 7SIn — 

3 3 


14 1°) Mettre les nombres 1, i, —1, —; en notation exponentielle. 
Placer les ensuite dans le plan complexe. 


2°) Placer dans ce plane'ete”. 
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CT 


EH) 
39) Placer ensuite e * ? pour toutes les valeurs de 4 dans Z. 


15 On pose : a=1+id3 et 2=1]l+: 
1°) Déterminer la forme cartésienne de 2 
2 
2°) Calculer modules et arguments de z; et 22. 
Donner la forme trigonométrique de = 
2 
3°) En déduire des valeurs exactes de : sin(15°), cos(15°) et tan(15°). 
Comparer avec les valeurs trouvées à l'exercice 4 du chapitre 6. 


16 Appliquer la formule de de MOIVRE pour trouver des identités donnant 
cos(4a) et sin(4a) en fonction de cos(a) et de sin(a). 


17 Linéariser sin”(a). 
18 Calculer les racines carrées de : —13 — 841. 


19 Résoudre dans C : 
1°) 2x7 —3x+3=0 


2°) x -(2+ix+3+i=0 


20 Résoudre dans € les équations suivantes et représenter chaque fois les 
solutions dans le plan complexe : 


z2=i 
23 — 
z0+1=0 


21 On procède à une rotation de centre O(0, 0) et d'angle 60°. 
Le point de coordonnées (x, y) a pour image le point (X, F). 


1°) Quelles sont les relations donnant (X, Y) en fonction de (x, y) ? 


2°) Quelles sont les relations donnant (x, y) en fonction de (X, F) ? 
Donner deux méthodes pour traiter cette question. 
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22 Donner le module et un argument de chacun des nombres suivants : 
RE T .. 
COS — — sin — — COS — + {Sin — 
4 4 
T .. TX DH 27 
— COS — — j Sin — 2cos— — ji sin — 
4 4 
His 
| + NT 


Présenter les résultats sous forme exponentielle. 


23 1°) Résoudre dans € l’équation : z° +1 =0 
Placer les solutions dans le plan complexe. 


2°) Décomposer (7° + 1) en produit de facteurs du premier degré, dans -. 


3°) En groupant les facteurs contenant des racines conjuguées, démontrer 


l'identité :  24+1=(2- V2 2+1)(22+ V2 2+1). 


24 M{x, y) est le point du plan complexe image du nombre z = x + iy. 


1°) Quel est l'ensemble des points tels que : z2=2 9 
2°) Quel est l'ensemble des points tels que : z =iz? 
Eu] 
3°) Quel est l'ensemble des points tels que : Z=—7? 
2 


] 
49) Quel est l'ensemble des points tels que : = 0 
2 
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Corrigés des exercices 


1 z1,=(3-i)-(4+2)=3-i-4-2;j; après réductions: z1 =—1 —-3; 
z22=(1+3).(2-5=2+6i-5i-15ÿ ; puisque à =-1: z2=17+i 
z3=(3—4i).(3 + 4i)=3*-(4i) =9— 16 ; finalement: z3 = 25 


za=i =) 4-0) 1=7 2 
zs=(1+i)=1+2i+ zs = 2i 
3 2 4 21 +3 317 


2 F=-1 f=ii=i =] P=i= j'=i 
=] s1n est multiple de 4, c’est-à-dire si nr = 4k (k entier quelconque) 


M=jsin=4k+] M=-] sin=4k+2 = -jsin = 4Kk+3 


3 z'= x + iy étant l'inverse de z = a + ib, le produit z'z vaut | : 
(a+ibX x +iy)=1 ou (ax —by)+i(bx + ay)= I 


En identifiant parties réelles et imaginaires de chaque membre, on obtient 


| ax — by =  . | 
le système dont la résolution nous fournit : 
bx + ay = 
a — b ] a — ib 
* — _ soit la formule 9.5, z'= — = 
a+  a+b Z a” +b° 


4 Posons z=a+ib ;: alors z=a-ib 
z.z = (a+ ib}(a — ib) = a? —(ib}? = a? -i?b? = a? +b? (9.8) 
Pour 9.10, posons 2 =a+ib) 2=@+ib; 
Z1.22 = (@1@2 — bi b2) + (bi a2 + a bi) 
d'où : 2z,.z, = (@ia — b; b2)— i(b; a2 + à bi) 


Par ailleurs : 21.22 = ( y — ib,X@ — ib)) oi (Ga = b; D) . i(b: d + 4 D) 
Le conjugué d'un produit est donc bien le produit des conjugués. 


Sn 1-5 22250 
3i = —3i 7 =7 


Ne; 
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g lti_A+DA+i) _1+2i+i _2i_; 
LS Mende Jin C0 
3-5i _—9-10; 1_ 


et —= —] 


de même : 


2+3i 13 i 
. S-if2 _(S-id2hi -/2-5; 
EN: —— = = — 
8i EE 8 
7 z = z + 2 est le 4°" sommet du 


parallélogramme s'appuyant sur (0, z1, 22). 
zA est la somme 2; +(- 2). 

Par le calcul: z,=(2, 1) z2=(-1, 1) 
donne bien: Z3=(1,2) z4=(3,0) 


8 L'image de z, est symétrique de celle de z; 
par rapport à l'axe réel. 


Les images de _ et de z, sont alignés 


avec l'origine. 


— ] 2 —i Z 
Avecz,=(2,1)ont RC ee 5 
vec z1 — (2, 1), on trouve z, =( ) e Zn 2241) 5 


1°) | ] | = l'; Arg(l) = 0 (modulo 27)  …{".. 
il= 15 Ar@= 4 (modulo 27) a: 


| —i | = |] ;  Arg(—i) de (modulo 27) | 
— i 


| -2 | =2; Arg(-2)=7xr (modulo 2) 


2°) L'ensemble des points de module 2 est le cercle de rayon 2 centré à 
l'origine. 

3°) L'ensemble des points d'argument (—-1) est la demi-droite faisant un 
angle de (—1) radian avec l'axe des réels positifs. 
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10 Par application des relations 9.11 et 9.12, 


JT 
= (3, À1= 3(cos € + sin Æ) = 2, ; 32 


2, | rl 23 | 


za = [2, 4] = 2(cos 4 + ji sin 4)= —1,3 — 1,5 
(l'argument de z4 est de 4 radians). 


11 1°)z=1+i 2 [= 12 +12 = V2 


tan(@,) = 1 et cos(@) positif entraîne 6, = TZ (45°) 


4 
2°)2= —5i [21=5 
z: est imaginaire pur à partie imaginaire négative donc 6, = + 
3°) z3 = 7 —-di [23 [= V53 


tan( 6) = -£ avec cos( 6) positif donc 6; = Arctan() (& —-15,95°) 


4°) za = —5 + 12i | za] = 13 
tan( 6) = — 2 et cos(6,) <0 donc 0, =x7 + Arctan( ©) (& 112,6°) 


+3 


5°) zs = [zs|=1 


tan(6s) = — V3 avec cos(6,) négatif donc 6; = 2 (120°) 
12 1°) Rappel : (a+ b}ÿ = a +4ab + 6ab° + 4ab° + b 

(1+i) =1+4i +67 +4ÿ +5 =1+4i -6 -4i+1=<4 

2°)1+i= [2,7 donc (1 + iÿ =[(V2)*,4 x T]= [4, x] = 


3°) (1 +7 = [1 + "10 +0 = (4) (1 +) =-1024(1 + à 


13 e A = 3[cos(- D) + isin(—)]4fcos(®) +i sin( =3e 64e 


4A=12e 5 6 =12e 6= 12(cos € + isin ©) = 6V3 + Gi 
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27 
° B =[2(cos() + isin( = 22e 3 - 4(-> à RER = 200 


2 
Je six. x 
COS — — i Sin — Par Lz 
T .. I Fe 
COS—+isiN—  L3 
3 3 
14 1°) 1=1.e" i= 1e ? 
=]. het 2 


2°) e’ est aussi sur le cercle de rayon 1 ; 
un argument est de 1 radian (& 57,3°). 
e ‘est le conjugué de €’. 


3°) Pour deux valeurs de Æ différant d'un 
multiple de 4, k> = k, + 4n, les arguments 


diffèrent de An = n2x, et conduisent donc au 


même nombre complexe (9.13). 


Il y a donc 4 nombres distincts ea quand # parcourt Z. 
Le choix 4 = 0, 1, 2 et 3, par exemple, permet d’obtenir toute la famille. 


15 On pose : a=1+i3 et z2=1l+i 
jo, 2 LO+i3)1-D _ 1443, 9371 
Z; (1 + 2)(1 — 5) 2 2 


2) {[2[=2; Argens À (60°); ([221= V2 ; Ang) = © (5°) 


Z ‘3 
LL 287 = 2e 12 (argument de 15°) 


Z) Be't 
3°) On en déduit 42 cos(15°) = ro et 2 sin(15°) = - ] 
SE - Eh et sin(15°) = ee 

tan(15°) = V6 - V2 


soit: cos(15°) = 
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On retrouve bien, à la présentation près, les valeurs obtenues à l'exercice 
4 du chapitre 6. 


16 cos(da) + isin(4a) = (cosa + isina)° 
Développons le second membre (rappel de l'exercice 12), 
cos(da) + isin(4a) = cos‘a + 4icos’a.sina + 6 cos’a.sin’a + 4ÿcosa.sin’a 
+ j'sin'a 
Tenant compte de Ÿ = -1, ÿ = —j et ÿ = 1, identifions parties réelles et 
imaginaires : cos4a = cos'a- 6cos’a.sin’a + sin‘a 
sinda = 4cos’a.sina — 4cosa.sin”a 
Utilisons sin’a + cos’a = 1 pour obtenir : 
cosda = cos‘a- 6cos’a.(1 — cos’a) + (1 — cos’a)” 
sinda = 4cosa.sina(cos’a — sin°a) 
Soit, cosda= 8cos*a- 8cos’a + 1 
sinda= 4cosa.sina(1 — 2sin’a) 


3 — —i - 
e! a _39124, 4 | 30/0 que 13a 


— Bi 


—1Q 


17 sin°(a) =(——} = 
2i 


13a —13a 14 —a 
sin” (a) =  —_  _ — - PA cu LL “ LE ) 
— Bi — Bi 
été — sin 3a L 3sin a 
4 4 


18 Racines carrées de Z = —13 — 84i. 
(x + iy) étant une racine carrée, (x + ip) = x° — y? + 2ixy = —13 - 84i 


2 
Identifions parties réelles et imaginaires : 47 7 13 
2xy = —-84 


L'égalité des modules, |x + y” = |Z|, entraîne : 


x? + y? =V13* +84° =85 et fournit le système : 
RE. en 2 _ cet 
x y 13, : Pa Pi 
x° + y" =85 y =49 y =+7 
x.y étant négatif (—42), x et y sont à choisir de signe opposé. 
Les racines de (—-13 — 84ÿ) sont donc : (6 — 7i) et (—6 + 7i) 


19e2x-3x+3=0; Discriminant =-15= (iV15Y 


_3+iV15 + NES 
de on 


Solutions : x 
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e x—(2+ix+3+i=0; Discriminant = (2 + i) —4(3 +i)= -9 =(3i} 


d'où les solutions : x; = La =]+2i; x = LH = | —;j 
20 1°) z =i ; posons z=r.e" ; on doit résoudre r°e°'° = e ? 

d'où (= 1; 20=7+k2r) et: (r=1; O=7T+kx) 

ce qui donne deux nombres opposés : z, = en et Z2=—2; 


21 


2°) z3=1 ou re =] 
soit (=1:30=£k27) donc (r =]: rss 
Les 3 racines s’obtiennent en faisant £ = 0, 1, 2 : 
me | 
2 2 


z1= |] Z3 — + 


On peut aussi factoriser d’abord : z?—-1=(2-1)(z2+z+1) 
z et z; sont les racines du second membre. 


3°) z8+1=0 ou z6=-1 ou r°e°° =e” 


(r=1:60=7n+k27) soit F=1;:9= +82) 


7 LA 
K(=+k—) 
e 6 3 


soit: Zz = k dans Z 


On obtient 6 racines, sommets d'un hexagone régulier sur le cercle de 
rayon unité. Il suffit de donner à £ six valeurs consécutives, par exemple, 
10,1:2,3,4:5}. 


Posons comme en 5.4: z=x+iy Z=X+iY 


k T 
1°) La rotation de 60° se traduit par Z = ze * , c’est-à-dire : 


V3 


VA :: ] 
X +iT =(x+iyMcoS—+isinmn—)=(x+iy{—+i— 
IT =(x+iyX _. 3) (x yX> 5 ) 


en séparant parties réelle et imaginaire : 


1 43 3  : 


Fe a 
2" 2” 2" 2" 


2°) (x, y) s’obtiennent en fonction de (X, Ÿ) soit en les tirant des 
expressions précédentes, soit en effectuant une rotation de —60° à partir 
de (#, ?). Dans les deux cas on obtient : 
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Mr v=-8 y4lr 
2 2 2 ? 
22e z1= cos sin Æ =cosf-Æ | + sin! -Æ )< ù 
4 4 4 4 
TT . : TT 17 ie | — 
e Z2=-cos—+isin— =-z=e"e + =e À 
4 4 


ELA Tr 


7 7 
e a = 005 -isinl= - ei = € ts 4 (ou e 4) 


V4 
e °° , Q Li dort 
Pour les suivants, ne pouvant plus utiliser des symétries ramenant à e ‘ 


JT 


ou à e “4, nous employons les formules de passage à la forme 
trigonométrique 9.14 à 9.17. 


7.7 V2 V2, V2 


© Z4 — 2COS —— iSin — — 2Y2 Ve; — 
4 4 2 2 2 


2 2 2 RS 5 
EA = (V2) FE) 79 EA TE 
tan(@,) = — à : cos(&) étant positif, 4, est dans le 4°"° quadrant : 
Arg(z,) = Arctan(=) (+ -26,56°) 


V2 V2 
—— + ] — 
2 2 


T .. I 
8 Ho PV0 ne 


I i = +2 4 > = 2 +92 zs| = V2 + V2 


V2 _ à 
LV) CEND0=N2) 


cos( 6%) étant positif donc Arg(z, ) = Arctan(V2 —]) = (= 22,5°) 


tan( 6%) = : = 2 -1 


Ici la valeur, 6, = sie est exacte. 


En effet z=1+e £ étant la somme de deux 
nombres de module 1, le parallélogramme de 
construction de la somme est ici un losange. 

L'argument de z; est donc la moitié de celui de 


T 
e 4 et vaut donc exactement 78. 
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23 1°) Comme à l'exercice 20, écrivons z° + 1 = 0 ou z°=-1 sous forme 


trigonométrique : r°e*° =e! 


(r = 1;,40=7+£k27x) d'où 4 solutions (r = 1 ; 0 = : + £ =) 


Z,pT 


: I( ) — 
Cette famille de 4 nombres , e , S’écrit sous forme cartésienne : 


nr 
2 


Lu à Mal HSE dus 
2: SN 2 NL A 
Lust 4e ulez 


2°) Ces racines permettent de factoriser (7° + 1) en facteurs du ler degré : 
z'+1=(z2-2)(z2-2)(2-7).(z- 21) 

3°) Groupons les facteurs contenant des racines conjuguées : 
G-2)G-2)=(7 -(+2)+212) 

Zi et z2 étant conjuguées, Z1 + z2 = V2 et Z1.22 = 1 sont réels : 
G-2)G&-2)=(2- V2 240) 

Opérant de même avec les deux derniers facteurs, on obtient : 


ef" V2 z+ 1).(2° + \2 25 1). 


24 Mreprésente z = x + iy 
1°) Puisque z = x —iy, l'équation z = z s'écrit x+iy=x—iy 
ce qui conduit à y = 0 ; autrement dit z est réel. 
L'ensemble des points M tels que z = Z est l'axe réel. 
2°) z=i & X— 1 = x + y) = —y +ix 
Identifions parties réelle et imaginaire : X=—y et —-y=x 


Ces deux relations sont identiques (x + y = 0); c’est l’équation d’une 
droite. 


L'ensemble des points M tels que z= iz est la droite x + y=0. 


| 
3°) Exprimons z = — sous forme trigonométrique (9.30 et 9.31 ) : 
7 


2 


= , ® , e A ] e 
re 7 équation équivalente à 7 =— ou r =1 soit:r=lI. 
r r 


— | 
L'ensemble des points M tels que z= — est le cercle de rayon Î centré à 
Z 


l'origine (nombres complexes de module unité). 


— ll — 


] 
: ; 2 | : 
4°)— =iz ou 1=;i7 ou encore z = —j, SOit : z=e 2? 
LA 
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Les 2 solutions sont les racines carrées de e 2 : { e. 
V2 re V2 + 7 2 
Mn? 2 


] 
— = jz admet deux solutions : V2 — ji 
7 2 2 


Chapitre 10 
INTRODUCTION AUX MATRICES 


Cette introduction aux matrices s'appuie sur Îles transformations linéaires 
planes rencontrées tout au long de ce livre : homothétie, projection, symétrie, 
rotation et similitude. 


1 Les matrices. 


1.1 Définition. 


Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres (réels, complexes) 
disposés en lignes et en colonnes. Les nombres de lignes et de colonnes 
constituent son format. 

4 —2 0 


Ainsi, la matrice À = | 0 


| à 2 lignes et 3 colonnes est dite de 


format (2, 3). 


Les formats qui suivent sont des plus courants : 
matrice carrée Matrice de format (#, #) où le nombre de lignes est 
égal au nombre de colonnes. 
matrice colonne Matrice de format (n, 1) à une seule colonne utilisée 
dans ce chapitre pour les composantes d'un vecteur du 
plan (n = 2). 
matrice ligne Matrice de format (1, n) à une seule ligne. 


1.2 Que représente une matrice ? 


La matrice À de l'exemple précédent, représente les relations linéaires 


y, = 4x, —- 2x, 
Ée = X] + X) + 2X; 10.1 


liant la grandeur } à 2 composantes (y, y) à la grandeur à 3 composantes 
X = (x1, X), X3). 
Ces relations s'écrivent avec la matrice À de la façon suivante : 


BAL T2 - 
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X; 
En introduisant les matrices colonne, a =Y 1x, |= 
Y2 4 
on écrit 10.2 sous la forme plus condensée : 
Y=AX 10.3 


Remarques. 


1°) Les grandeurs % et Y généralisent la notion de vecteur telle qu'on l'a vu 
au chapitre 7. On continue à les appeler des vecteurs mais on ne les surligne 
pas d'une flèche comme pour les vecteurs de la géométrie. 


2°) Notons que l'écriture Y = 4.X n'a de sens que si : 
e le nombre de lignes de À (ici 2) est égal au nombre de lignes de PF, 
e le nombre de colonnes de À (ici 3) est égal au nombre de lignes de X. 


Nous y revenons au $3.4 à propos du produit de matrices. 


Voir les exercices 1 et 2. 


2 Transformations planes. 


Dans cette partie, on illustre l'emploi des matrices en s'appuyant sur les 
transformations ponctuelles étudiées dans les chapitres précédents 
homothétie, projection orthogonale, symétrie, rotation, translation. 

Pour exprimer matriciellement ces transformations, on suppose le plan muni 


d'un repère orthonormé centré en O (o, Ï, j). 


2.1 Homothétie H(O, k) de centre O et de rapport 4. 


Fig.1 — L’homothétie réalise un changement d’échelle. 
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L’homothétie AÆ(O, k), étudiée chapitres 2 et 7 ($5.2), fait correspondre à 
tout point M{x, y) du plan, le point M{x', y’) tel que : 


OM" = k.OM 
Par projection sur les axes, on obtient les relations de proportionnalité : 
. = Àx 
y'=hy 
_ x' k O|x 
ou sous forme matricielle = | 10.4 
y'J [0 k]|y 


k 0 
La matrice H = ; : , donne donc les coordonnées de 1’, en fonction de 


celles de M. La matrice Æ représente l'homothétie A(O, k); elle est 
indépendante du point AA{x, y). 


Voir l'exercice 3. 


2.2 Projection sur un axe faisant un angle Oavec Ox. 


Projetons un point quelconque M du plan sur un axe faisant un angle 0 avec 
9 # © r . : x _ COS 0 
Ox ; l’axe est caractérisé par son vecteur directeur unitaire, #4 =| . o | 
sin 


H(x, y) étant la projection orthogonale de M{x, y) (figure 2), comment 
calculer (xx, y#) en fonction de (x, y) ? 


Fig.2 - Projection orthogonale de M{x, y) en H(xy, yu) 


D’après la définition du produit scalaire (formule 8.2) on a : 
OM u = OH .1= OH 
soit : OH = xcos0 + ysin® (formule 8.8) 


OH étant colinéaire au vecteur unitaire % , on obtient, 
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OH = (x cos 0 + y sin 0)u 
d’où l’on déduit les coordonnées (xx, yx) : 


x = (xcos 0 + ysin @).cos 0 = xcos” 0 + y sin @. cos 0 
Yu = (x cos 0 + y sin 0).sin 0 = x cos 6. sin 8 + ysin° 0 


Nous obtenons ainsi la matrice associant, à M{x, y), son projeté H{xy, ya) : 
Xy |_ cos? 0 sin @ cos || x 10.5 
Yu sin@cos® sin? 0 ly | 
Voir l'exercice 4 (les deux premières questions). 


2.3 Symétrie S(6) par rapport à un axe faisant un angle avec Ox. 


Associons à M{x, y) son symétrique M'(x', y) par rapport à l'axe faisant un 
angle avec Ox. Les notations sont les mêmes qu’en 2.2. 


Fig.3 Symétrie axiale 


Le milieu #7 de MM est donné par la relation 7.16 : 
OM" = 20H - OM 
| L = 2Xy —X 
SOI : | 
Y'=2Yn y 
Mais FH étant aussi la projection orthogonale de M sur l'axe de symétrie, ses 
coordonnées vérifient 10.5 et on a donc, 
x'= 2(x cos” 0 + ysin 0 cos 0) — x 
y'= 2(xsin 4 cos 0 + ysin” 0) - y 
x'= (2 cos” 0 — 1)x + (2 sin 0 cos 4)y 
y'= (2 sin 0 cos 8x + (2sin° 9 -1)y 
Ces relations s’écrivent aussi (relations de l'arc double 6.11 et 6.14), 


x'= x cos 20 + ysin 260 
y'= xsin 20 — y cos 20 
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La symétrie S(6) par rapport à l'axe faisant un angle @ avec Ox est donc 


caractérisée par : 
x' cos 20 sin20 |x 
=|. ; 10.6 
y' sin 20 —-cos 20 || y 


Finir l'exercice 4 puis chercher l'exercice 5. 


2.4 Rotation centrée en O et d'angle 0, R(O, 6). 


Nous avons vu (chapitre 9, 85.4) sur les nombres complexes que la rotation 
d'angle @ est caractérisée par la multiplication par e', nombre de module 
unité et d'argument &. 


Fig. 4 - Rotation [O, 6]. 


D'après la formule 9.37, l'image M{x', y) du point M{x, y) par la rotation de 
centre O et d'angle est donné par : 

x'= x cos 0 — ysin 0 

y'= xsin 0 + y cos 0 


La rotation R(O, 6) d'angle 8 autour de O est caractérisée par : 
M pes 0 —-sin { la 
=|. 10.7 
y' sin 0 cos ô || y 


2.5 Translation de vecteur 7 (a, b). 


Voir l'exercice 6. 


La translation (figure 5) associant M{x, y) à M{x', y”), se caractérise par le 
vecteur T tel que : MM: =T ___ 

ou (voir relation de CHASLES $ 7.2.1).: OM"'=OM + T 

La translation de vecteur T(a,b) est donc représentée par la matrice : 


IEC - 
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Contrairement aux exemples précédents, la relation obtenue se présente sous 
forme de somme de matrices (Y = T + X) et non plus de produit (Y = 4.X). 


Fig. 5 - Translation de vecteur T 


L'exercice 7 récapitule les notions vues dans ce paragraphe. 
3 Les opérations matricielles. 


3.1 Egalité de matrices de même format. 


Les matrices À et B de même format sont égales si chaque coefficient de 4 
est égal au coefficient correspondant de B. 


Exemple 
a b c _| 1 2 0 
a b' c'| |-3 4 7 


3.2 Somme de matrices de même format. 


La somme des matrices À et B de même format est la matrice S de même 
format obtenue en sommant les coefficients correspondants de 4 et LB. 


3 5 2} [1 20] [4 72 
RMS ESS AR GUN 5 


Avec cette règle, si les "vecteurs" F et Z sont liés à X par 
Y=AX et Z=B.X 

la somme À + B =S appliquée à X a pour image (Y + 7) 
Y+Z=SX (à vérifier par le lecteur). 


Exemple. 


Propriétés de la somme. 


Du fait de la définition, les propriétés sont les mêmes que pour l'addition des 
réels. 
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e Associativité (A+B)+C=A+(B+0 10.10 
e Commutativité A+B=B+A 10.11 
e Matrice nulle. C'est la matrice O dont tous les coefficients sont nuls : 
A+O=O0O+A=A 10.12 
e Opposée. C'est la matrice, notée —-4, dont tous les coefficients sont les 
opposés de ceux de À : A+(-4)=0 10.13 
3.3 Multiplication d'une matrice par un nombre. 


C'est la matrice obtenue en multipliant tous les éléments de la matrice par ce 
12 20 : 


—2 0 


335 2 
nombre. Par exemple : 4. = 
l 4 —8 0 


3.4 Produit. 


Donnons nous une matrice À de format (p, n) liant X (7 composantes) à 
(p composantes) et B de format (g, p) liant F à Z (g composantes) 


À + Y=AX > Z=BY 


Z est alors lié à X par Z = B.(4.X) ; ceci nous fournit une matrice produit 
qu'il est naturel de noter B.A. 


X + Z=(BA)X 


Exemple de calcul de B.A avecn=3;p=2; q =2 


: | 1 2 3 a D 
Soient deux matrices : À = et B— 
4 5 6 c d 
liant successivement Æ{(x;, x, x3) à (1, 2) puis F à Z{(z:, 22) par : 


V2 = 4X, + 5X) + 6x; Z = CY] + dy 


En portant (y, 2) de (1) dans (2), on obtient pour 2: : 


Z1 = dx, + 2x2 + 3x3) + b(4x, + 5x2 + 6x3) 
Z1 = (a + 4b)x, + (2a + 5b)x; + (3a + 6b)x; 


pour 2», il suffit de remplacer a par c et b par d ; en définitive, 


G) z\ = (a+ 4b)x, + (2a + 5b)x, + (3a + 6b)x; 
z, = (c+4d)x, + (2c + Sd)x, + (3c + 6d)x; 


| a b|1 2 3 a+4b 2a+5b 3a+6b 
d'où le produit, BA = = 
c d|4 5 6 c+ä4d 2c+5d 3c+6d 


196 Chapitre 10 


Généralisation. 


Chaque élément de B.4 est donc la somme des produits des éléments d'une 
ligne de B par les éléments correspondants d'une colonne de À. 
Ce procédé "somme des produits ligne à colonne" est illustré ci-dessous : 


A (2 lig. ; 3col. 


B (2 lig.;2col) BA (2 lig. ; 3col.) 


Il se généralise sans peine au cas des matrices de format quelconque, sous 
réserve, bien sûr, que : 
Nombre de colonnes de B = Nombre de lignes de 4. 


Compatibilité des formats. 
Le produit B.4, dans cet ordre, n'est donc possible que si : 


Nombre de colonnes de B = Nombre de lignes de À 
puisque c'est le nombre de composantes de Y 


dans ce cas : Nombre de lignes de BA = Nombre de lignes de B 
puisque c'est le nombre de composantes de Z 


ét: Nombre de colonnes de BA = Nombre de colonnes de À 
puisque c'est le nombre de composantes de X 


Attention : B.4 peut être possible sans que 4.B le soit. 


Voir les exercices 8, 9 et 10. 

Propriétés et non-propriétés du produit matriciel. 

On démontre que le produit est associatif. 

e Associativité : (4.B).C = A.(B.0) 10.14 


Par contre le produit n'est pas commutatif : 
1) la contrainte sur les formats fait que si 4.B est possible, B.4 ne l'est pas 
nécessairement. 
2) Même quand les formats permettent les produits 4.B et B.4, les 
résultats sont généralement différents. 
C'est encore le cas si À et B sont des matrices carrées de même format. 
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Les exercices 8 et 10 fournissent des exemples. 


Etudier l'exercice 11. 


4 Matrices carrées d'ordre 2. 


Une matrice carrée de format (n, n) associe à un vecteur X à 7 composantes 
un vecteur Ÿ à ñ composantes. Dès lors, le produit de deux telles matrices est 
encore une matrice carrée de format (n, n). 

Nous nous bornons ici au cas ñ = 2. 


4,1 Matrice unité ou matrice ‘Identité’. 


C'est la matrice, notée J, qui associe un vecteur #, quelconque, à lui-même : 


IX=X 
2 1 O0 
Il est immédiat que I = | 10.15 


Voir l'exercice 12. 


4.2 Inverse d'une matrice carrée. 


Etant donnée une matrice carrée À, qui associe X à Ÿ, existe-t-1l une matrice, 
notée 4 |, associant } à X ? 

Autrement dit, on veut quesi Y=A.X (1) 

on ait inversement, X=A"Y (2) 

4°", lorsqu'elle existe, est appelée la matrice inverse de À. 

On démontre qu'elle est alors unique. 

De (1) et (2), on tire successivement : Y=4(4 !.Y) et X= A4 ".(4.X) 


c’est-à-dire : A A'=4"A=I] 10.16 


4,3 Calcul de l'inverse d'une matrice carrée. 


. _[4 I 
Soit à inverser a : 


Interprétons cette matrice liant (y1, y2) à (x1, x2) par : 
Yi = 4x1 + m2 
Y2 = 3x1 + 2% 

Eliminons x; puis x, par les combinaisons : 
2Y—Y2=5 x 
3y1 — 4y> = —$5 x) 
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; _2M -} 2 —ÏI 
1 —_— ———…—— 

: ou encore n- 5 a 
: _—3y, +4y, 72 =? 4 y? 
“ni 5 5 5 


d'où l'inverse de 4: A4” | 2 Fi 


Chercher l'exercice 13. 


4,4 Généralisation ; condition d'existence de l'inverse. 


La résolution du système précédent ne donne pas toujours une solution 
unique. On démontre le théorème suivant, 


a 
S1 la quantité (ad — bc) n'est pas nulle la matrice carrée À = | 
C 


ad bc —C a 


Autrement dit, pour inverser la matrice carrée À : 

e On échange a et d 

e On change le signe de b et c. 

e On divise la matrice par (ad — bc) qui ne doit pas être nul. 


d —b 
admet pour inverse A” | | 10.17 


Vérifier (exercice 14) que A‘ et À sont inverses en appliquant 10.16. 
Vérifier aussi le résultat de l'exemple et de l'exercice13 à l'aide de 10.17. 


Exemple de matrice non inversible 


L'inverse de la projection n'est pas possible : 
un point / de l'axe de projection peut en effet 
être la projection de plus d'un point M. 


Le lecteur vérifiera que la matrice de projection Fig. 6 M. et M, ont même 
du 10.5, projection }. 


cos? 0 sin Ü cos Ü 
sinfcos® sin’ 0 


ne satisfait pas la condition nécessaire de 10.17, ad — bc # 0. 
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Exercices 


; 
1 Les matrices colonnes (vecteurs) X# = | x, | et Ÿ — is | sont liées par : 
x 2 
2y, — x, + 4x; =0Ù 
1°) Ecrire la relation donnant } en fonction de X sous forme matricielle. 


2°) Peut-on exprimer X en fonction de F sous forme matricielle ? 


2 Mêmes questions qu'à l'exercice 1 mais maintenant X et Y ont deux 


X 
composantes : X | | Y = a liées par les relations : 
Y2 


ÿy —2X, — 5x, =Ù 
Y2 —X, —3Xx, = 0 


3 On se donne, dans le repère orthonormé de centre ©, le triangle de 
sommets, À(0 ; 1) B(2:;0) CI ; 2) 


1°) Déterminer les coordonnées des images 4, 
B'et C' de À, B et C dans l'homothétie H(O, 2). 


Même question avec 4”, B" et C”, images de 
À, B et C par H(O, -]). 


Placer A'B'C'et A"B"C". 


2°) Le point M{x, y) se déplace sur une droite d'équation y =ox+b 
Démontrer que son image M{x’, y’) dans l'homothétie H(O, k) se déplace 
sur une droite. Donner son équation. 


3°) Donner l'équation de AB, puis celles de 4'B' et de 4A”B" 
Vérifier sur le graphique. 


4 1°) Donner, dans le plan muni d'un repère orthonormé, la matrice de 
projection orthogonale P sur la première bissectrice (y = x). 


2°) Quelles sont les coordonnées du projeté Æ de M(5, -3) sur cette 
bissectrice ? 
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3°) Donner, dans le plan muni d'un repère orthonormé, la matrice de 
symétrie S par rapport à la première bissectrice. 


4°) Quelles sont les coordonnées du symétrique M’ de M5, -3) ? 


5 Reprendre les questions de l'exercice 4 en prenant la droite y = 3x comme 


support de projection puis comme axe de symétrie au lieu de la première 
bissectrice. 


Conseil : la pente de la droite fournit le nombre tan@ ; on en déduit cos@ 
et sin par les formules de trigonométrie (chapitre 6). 


6 1°) Parmi les matrices suivantes quelles sont les matrices de rotation 
autour de l'origine et donner alors l'angle de rotation. 


1  —0,5 0,4 0,3 0,8 0,6 
A = B = C= 
0,5 |] 0,5 0,6 — 0,6 0,8 
2°) Donner les critères généraux pour que À représente une rotation. 
n:— 
c d 
7 Déterminer les transformations représentées par les matrices : 


0 ]! 0,5 0,5 
B = Ê= 
—] 0 0,5 0,5 


10 
8 Onpose: A=I[I 2 3] et B=1|20 
30 

Calculer 4.B et B.A 


l 1 3 5 NU 
9 Onpose: 4=12 0 B = C= 
3 ]| 


1°) Compte tenu des formats de 4, B et C, quels sont, parmi les 9 
possibilités 4, AB, AC , B.A, B°, B.C, C.A, C.B et C?, les produits 
effectuables ? 


2°) Effectuer ces produits. 
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1 | 12 
10 On pose : À = et B= 
0 2 3 4 


Calculer 4.B et B.A. Comparer. 


11 Soit D(6) la droite passant par l'origine et faisant un angle avec Ox. 


On note : 
P(6) la matrice de projection orthogonale sur D(6) (voir 10.5) 


S(4) la matrice de symétrie par rapport à D(0) (voir 10.6) 
R(O) la matrice de rotation autour de O d'angle (voir 10.7) 


1°) Démontrer que P(@).P(6) = P(6). Justifier géométriquement. 

2°) Démontrer que P(0).S(0) = P(6). Justifier géométriquement. 

3°) Démontrer que S(4).S(6) = I. Justifier géométriquement. 

4°) Démontrer que A(«).R(P) = R(a + p). Justifier géométriquement. 
5°) Démontrer que S(a).S(p) = R(2a — 2). Justifier géométriquement. 


12 1°) Comment doit-on choisir Æ pour que la matrice représentant 
l'homothétie H(O, À) soit la matrice identité J ? 


2°) Comment doit-on choisir @ pour que la matrice RA(O, 6) représentant 
la rotation d'angle © autour de O soit la matrice identité J ? 


3°) Choisir maintenant Æ et @ pour obtenir la matrice —7 ? 


1 3 
13 Calculer l'inverse de M -| | À 


14 Vérifier dans 10.17 que: 4" .A=1. 
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Corrigés des exercices 


1 1°) Il suffit de tirer y, de la première relation et y, de la seconde puis de 
mettre le résultat sous la forme matricielle : 


UR 2 il” 
wi ié à -=47 


X3 


— | 2 — | 
ou: Ÿ=MX avec m=| | 
> 0 — 2 


2°) On ne dispose que de 2 relations : on ne peut donc pas exprimer les 3 
variables (x, x, x;) en fonction de (y, }2). 


2 Ss 
2 1°) On obtient ici : NE Is 
ÿ) ] 3 || x; 


2 5 
ou: Ÿ=MX avec m=| | 


] 3 
2°) On peut cette fois tirer (x, x) en fonction de (y:, y2) : 
q = 3y, —5}y; 
X2 =} + 2) 
3 — 5 
soit: Ÿ=M'}Y avec w=|° M 


M' est la matrice inverse de M (voir $4) : par M, X a pour image } alors 
que par M", F a pour image % 


3 1°) Par application de 10.4 
A(0:;2) B(4:0) C(2;4) 
A"(0 ;-1) B"-2;:0) C'(-1;-2) 


2°) Mx', y”) étant l'image de M{x, y) par 
HO, k),ona: x'=kx et y'=ky 


Puisque y = ax + b , on en déduit : 
y'= ky = K(ax + b) = ax'+ kb 


M' se déplace donc sur une droite (D) de même coeffitient directeur a, 
donc parallèle à (D). 
Son équation est y'= ax’ + kb 
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3°) Equation de AB: y=—0,5x+1 (a=—0,5;b=l). 
Equation de 4'B': y=—0,5x+2 (k=2),. 
Equation de 4"B": y=—0,5x-1 (4 =-1). 


4 ]°) La matrice de projection orthogonale P sur la première bissectrice 
s'obtient en faisant 0 = 45° dans la formule 10.5 : 


Ï ] 
cosô=——= sinÿ0=—— d'où la matrice P, P = 
V2 V2 | 


arles osLrl 
2°) On a: = | =| |. 
Vx 0,5 0,51 -3 | 


3°) et 4°) Appliquons 10.6 avec cos(29 = 0 et sin(26) = 1 : 


0,5 0,5 
0,5 05! 


d'où les coordonnées du symétrique de (5, —3) : 
x'| [0 IS | |-3 
GEL Ts: 
autrement dit {x = y ; y’ = x} ce qui est évident géométriquement. 


S La pente de la droite y = 3x nous donne : tan0=3 
Entre les deux choix possibles (à x près) pour 6, optons pour un angle 


dans l'intervalle - . et appliquons les formules 6.3 et 6.4, pour 
obtenir les composantes d'un vecteur unitaire de la droite : 


___tang 


] ] , 3 
CODE ————  — — sin Ÿ = —— 
V1+tan’ 0 Vi0 V]1+ tan? 0 Vio 


On obtient en procédant comme à l'exercice 4 : 
0,1 0,3 —0,8 0,6 

Fr et S— 
0,3 0,9 0,6 0,8 


et pour le projeté H et le symétrique M: 
x. — 0,4 x — 5,8 
_— et = : 
VH — 1,2 y 0,6 


a b | | cos Ÿ —sin 0 
6 l°)et 2°) Pour que RÀ = d soit une rotation À = 
C 


sin Ô cosO 


il faut que les éléments correspondants soient identiques, c’est-à-dire : 
co @=a=d (1) sn=-b=c (2) 
Ceci ne suffit pas : il faut aussi que cos” @+ sin/0= 1. 
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Pour cela, il suffit d'ajouter la condition a +c°=1 (3) 


Conclusion : La matrice À représente une rotation si 
a=d (1) 
—b = c (2) 
dd +c=1 (3) 


e A n'est pas une rotation puisque la condition (3) n'est pas réalisée. 
e Bn'est pas une rotation : n1 (1) ni (2) ni (3) ne sont réalisées. 


0,8 0,6 
C -| né À est une rotation autour de O d'angle Otel que : 


cos( 6) = 0,8 et sin(@ =-0,6 (@est dans le quadrant IV) 
soit 0 = —Arccos(0,8) = -36,9°. 


0 ! 
T eA= | : est une symétrie d'axe 0 = x/4. Prouvons-le. 


Pour appliquer 10.6, il faut trouver Otel que : 
cos(2 0) = 0 et sin(24=1 
ce qui donne : 20= n/2 (modulo 2x) donc 6= 7/4 (modulo x). 


0 ! 
e B— | : est une rotation d'angle —-x/2. 


d'après 10.7 ; il faut un angle Otel que : cos9=0 et sinÿ=-I 
soit : = 7/2 (modulo 27). 


0,5 0,5 _—— 
e = : sd : est une projection sur un axe d'angle 0= n/4 avec Ox 


d'après 10.5, on doit avoir : cos 0= 0,5 : sinOcos®=0,5 et sin = 0,5 


SOI : {cos = sin - 22 ou {co50 = sino = 22 


2 2 


ces deux possibilités se ramènent à une seule 0= r/4 (modulo x). 


10 20 30 
8 AB=[140] B.A=|20 40 60 
30 60 90 
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1 —-1 
1 3 5 1 —|]| 
9 4=)2 0 B = Cr 
2 4 6 —] 2 
3 ] 
1°) 4°, B°, B.C et C.A n'ont pas de sens : le nombre de colonnes de la 
première matrice diffère du nombre de lignes de la seconde. 


2°) Par contre, on peut effectuer les 5 autres produits : 
—] —1] -] 2 —3 
22 4 
AB=| 2 6 10 AC = — 2 B.A = 
5 13 21 2 —-|I 


ps) | Du 
C.B = C?=CC- 
3 5 7 _3 5 


1 Ï|I1 2 4 6 
10 4.B = L 
0 2113 4 6 8 
1 211 1] 1 5 
alors que B.A = : L 
3 4110 2 3 11 


sin Ÿ cos : bn (el sin Ü cos ; 


sin@cos® sin°0 


2 
| cos” 
11 1°) rore- sin * 4 


4 2 2 3 A6: 3 
0 +sin° /cos” 0 cos Ûsin@ +sin Ocosô 
P(8).P(0)=| 
Ré n hs Ocos” 8 +sin /cos® sin? /cos” 0 +sin” 8 | 
Dans chaque terme, on peut factoriser (cos 4 + sin’@) qui vaut 1, d'où le 
résultat : P(0).P(0) = P(6). 
Ceci signifie qu'après projection de M en FH, une seconde projection sur le 
même axe donne encore Æ (figure 2) 


cos * 0 sinfcosO || cos 20 sin 20 
sinfcos® sin’ 0 sin29 —cos20 


2°) P(0).S(0) = | 


. cos” @ cos 26 + sin @ cos O sin 20 cos? 6 sin 20 - sin @ cos @ cos 20 
sin 4 cos @ cos 20 + sin? sin 20 sin @ cos @ sin 26 - sin? @ cos 20 
Utilisons les formules de l'arc double 6.11, 6.12 et 6.14 : 
cos20= 2cos 0— 1 = 1 —2sin° 0 sin20= 2sin @cos 0 
2 : 
cos * sin Ÿ Cos i = P(O) 


Après simplifications : P(0).S(0) = es Dé RD 
nÜc 
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Ce résultat traduit le fait que M et son symétrique M se projettent au 
même point } (figure 3). 

cos 20 sin289 || cos 20 sin 28 
sin 28 —cos20 || sin28 — cos 20 


cos? 20 + sin? 20 cos 26 sin 20 - sin 28 cos 26 
sin 20 cos 20 — cos 20sin20 sin? 20 + cos? 20 


3°) S(8).5(0) = | 
S(8).5(@) = | 


1 O0 
OUUEIR 1-2 


Géométriquement, le symétrique du symétrique de M est le point M. 

4°) R(a@).R(P) = R(a + f). 

Même type de calcul en utilisant les formules de la somme 6.5 et 6.7 
Géométriquement, une rotation d'angle suivie d'une rotation d'angle a 
équivaut à une rotation d'angle (5 + a). 

5°) S(a).S(P) = R2a - 2). 

Appliquer les formules 6.6 et 6.8 à 2æ et 28 


Justification géométrique 


On a : (OM, OM") = (OM, OM) + (OM, OM”) 

Puis, compte tenu des axes de symétries Oa et Ob : 

(OM, OM") = (0b, OM) + AOM, Oa) = A Ob, Oa) 

(OM, OM") =X{a- 8) 

M est donc lié à M à par une rotation d'angle 2(a— f) autour de ©. 


12 1°)£= 1 


2°) 0= 0 (modulo 27) 

C'est évident géométriquement puisque dans chaque cas la transformation 
associe à un vecteur lui-même. 

On le vérifie aisément en faisant 4 = 1 dans 10.4 et 0 = 0 dans 10.7. 


3°)k=-1 60=7(modulo 2x) 
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2 —3 _ 
13 Ontrouve M7! = 1 a AE 0,4 0,6 
S11 1 02 02 


Fr | ls DL A 1 (spin MF) 
ad-bcl-c a |c d| ad-bc d 


—ca+ac -ch+a 
Li: _] . ] ad-bc 0 : 1 0 : 
soit : À rare bel Lt 51 


A ‘est donc bien l'inverse de À. 


Il n'est pas nécessaire de vérifier aussi AA = 1; en effet, on démontre 
que l'égalité B.4 = J entraîne 4.B = I 


